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³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ (488).

1. £ÄÇÆÇÐËÇ

£ ÒÑÔÎÇÆÐÇÇ ÄÓÇÏâ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÍÓÑÕÑÄÞØ ÐÑÓ (¬¯) Ä ÑÃÜÇÌ
ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË (°´°) ÑÃÔÖÉÆÂÎÂÔß ÄÑ ÏÐÑÅËØ
ÓÂÃÑÕÂØ (ÔÏ., ÐÂÒÓËÏÇÓ, [1 ë 19]). ¿ÕÂ ÒÓÑÃÎÇÏÂ ÂÍÕÖÂÎßÐÂ
ÍÂÍ ÆÎâ ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ×ËÊËÍË, ÕÂÍ Ë ÆÎâ ÂÔÕÓÑ×ËÊËÍË.

¬ÓÑÕÑÄÂâ ÐÑÓÂ ì àÕÑ ÅËÒÑÕÇÕËÚÇÔÍËÌ ÑÃÝÇÍÕ, ÑÒËÔÞ-
ÄÂÇÏÞÌ ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÞÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ
Ô ÆÄÖÏâ ÃÑÎßÛËÏË (ËÎË ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏË) ÑÃÎÂÔÕâÏË ÒÓÑÔÕ-
ÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË, ÔÄâÊÂÐÐÞÏË ÅÑÓÎÑÄËÐÑÌ. ²ÂÔÔÏÂÕÓË-
ÄÂÇÏÞÇ ÆÄÇ ÃÑÎßÛËÇ ÑÃÎÂÔÕË ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ-ÄÓÇÏÇÐË
ÏÑÅÖÕ ÎÇÉÂÕß Ä ÑÆÐÑÌ Ë ÕÑÌ ÉÇ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ ËÎË ÆÂÉÇ
ÒÓËÐÂÆÎÇÉÂÕß ÓÂÊÐÞÏ ÄÔÇÎÇÐÐÞÏ Ä ÏÑÆÇÎË ®ÖÎßÕËÄÔÇ-
ÎÇÐÐÑÌ (ÔÏ. [18]). £ ÒÑÔÎÇÆÐÇÏ ÔÎÖÚÂÇ "ÒÓÑØÑÆËÏÞÇ" ¬¯
ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâáÕ ÖÐËÍÂÎßÐÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ËÔÔÎÇÆÑÄÂÕß
ÆÓÖÅËÇ £ÔÇÎÇÐÐÞÇ.

£ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ ÔÕÂÕßÇ, ËÔÒÑÎßÊÖâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÏÇ-
ÕÑÆÞ, ÏÞ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÎË ÆËÐÂÏËÍÖ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË
¬¯, ÐÇ ÐÂØÑÆâÜÇÌÔâ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË Ë ÊÂÒÑÎÐÇÐÐÑÌ ÏÂÕÇ-
ÓËÇÌ. ¿ÕÂ ÏÂÕÇÓËâ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ (ËÎË àÎÇÍÕÓË-
ÚÇÔÍÑÅÑ) ÒÑÎâ Ë ÒÞÎË Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
ÏÂÔÔÞ. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄ-
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¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÂâ ÏÑÆÇÎß ÍÓÑÕÑÄÑÌ ÐÑÓÞ
Ë ÏÑÆÇÎß ®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÑÌ

¡.¡. ºÂÙÍËÌ, ª.¥. ¯ÑÄËÍÑÄ, ¯.³. ¬ÂÓÆÂÛÇÄ

²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÏÇÕÑÆËÍÂ ÒÑÎÖÚÇÐËâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÑÃÜÇÌ ÕÇÑÓËË ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑÔÕË
(°´°), ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÅÑ ÅËÒÑÕÇÕËÚÇÔÍËÇ ÑÃÝÇÍÕÞ ì ÍÓÑÕÑÄÞÇ ÐÑÓÞ, Ë ÏÇÕÑÆËÍÂ ÂÐÂÎËÊÂ ×ËÊËÚÇÔÍËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ àÕËØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ. ¥ÂÐÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ °´°, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÖá ÔÕÂÕËÚÇÔÍÖá Ë ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÖá ÍÓÑÕÑÄÖá ÐÑÓÖ. ¥ËÐÂÏËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÒËÔÞÄÂÇÕ Ä ÑÃÜÇÏ ÔÎÖÚÂÇ
"ÒÓÑØÑÆËÏÖá" ÍÓÑÕÑÄÖá ÐÑÓÖ, Õ.Ç. ÕÂÍÖá, ÔÍÄÑÊß ÍÑÕÑÓÖá ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÒÓÑØÑÉÆÇÐËÇ ÏÂÕÇÓËË, àÐÇÓÅËË Ë
ËÐ×ÑÓÏÂÙËË. ±ÑÍÂÊÂÐÂ ÏÇÕÑÆËÍÂ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÂÕÇÓËË Ä ÍÓÑÕÑÄÑÌ ÐÑÓÇ Ä
ÄËÆÇ, ÒÑÊÄÑÎâáÜÇÏ ÒÑÎÖÚËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ °´°, ÚÕÑ Ô ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ
ÚÓÇÊÄÞÚÂÌÐÑ ÄÂÉÐÑ ÆÎâ ÖÔÒÇÛÐÑÅÑ ÂÐÂÎËÊÂ ÔÄÑÌÔÕÄ ÓÇÛÇÐËâ. ´ÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÏÂÕÇÓËË, ÊÂÒÑÎÐâá-
ÜÇÌ ÍÓÑÕÑÄÖá ÐÑÓÖ, ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐ Ä ÄËÆÇ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËË Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ (ËÎË àÎÇÍ-
ÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ) ÒÑÎâ Ë ÒÞÎÇÄÑÌ ÏÂÕÇÓËË Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÏÂÔÔÞ. ±ÑÔÎÇÆÐââ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ
ËÅÓÂÇÕ ÓÑÎß àÍÊÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÏÂÕÇÓËË, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑÌ ÆÎâ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ "ÒÓÑØÑÆËÏÑÌ" ÍÓÑÕÑÄÑÌ ÐÑÓÞ.
ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐÂ ÆËÐÂÏËÍÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇÏÑÌ ÏÑÆÇÎË. ²ÂÔÔÏÑÕÓÇÐÂ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÂâ ÏÑÆÇÎß ÆÎâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛ-
ÕÇÌÐÂ Ô L-ÚÎÇÐÑÏ. ±ÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐÂ ËÐ×ÎâÙËâ ÕÂÍÑÌ ÏÑÆÇÎË. ³ÖÒÇÓÒÑÊËÙËâ ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑÅÑ ÍÑÎËÚÇÔÕÄÂ
àÍÊÑÕËÚÇÔÍÑÌ ÒÞÎË, ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë L-ÚÎÇÐÂ ÏÑÉÇÕ ÆÂÄÂÕß ÔÕÂÕËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ. ¿ÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÍÂÊÞ-
ÄÂÇÕÔâ Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎßá ®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÑÌ Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÄÔÇÎÇÐÐÞØ, ÔÑÇÆËÐÇÐ-
ÐÞØ ÍÓÑÕÑÄÞÏË ÐÑÓÂÏË. ¿ÕÂ ®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÂâ ÏÑÉÇÕ ÑÃÎÂÆÂÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá
àÐÇÓÅËË ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ Ë, ÍÓÑÏÇ àÕÑÅÑ, ÏÑÉÇÕ ÐÇ ÐÂØÑÆËÕßÔâ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË (Õ.Ç. ÃÞÕß ÆËÐÂÏËÚÐÑÌ).
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ÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÑÃÑÃÜÇÐËÇ ÓÇÛÇÐËâ ´ÑÎÏÇÐÂ [20] ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ
ÆÑÃÂÄÎÇÐËâ Í ÏÑÆÇÎË ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ. ¬ÂÍ ÃÖÆÇÕ ÄËÆÐÑ ÆÂÎÇÇ, àÕÑ ÑÃÑÃÜÇ-
ÐËÇ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÖÜÇÔÕÄÇÐÐÑ ÐÑÄÞÏ Ë ÄÂÉÐÞÏ ÓÇÛÇÐËâÏ.
±ÓË ÓÇÛÇÐËË ËÔÒÑÎßÊÖÇÕÔâ ÏÇÕÑÆ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ×ËÊËÚÇ-
ÔÍËØ ÄÇÎËÚËÐ Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÏÂÕÇÓËË ÔËÔÕÇÏÇ ÑÕÔÚÇÕÂ.
¥ÂÐÐÞÌ ÏÇÕÑÆ ÃÞÎ ÓÂÊÓÂÃÑÕÂÐ ¡.. ©ÇÎßÏÂÐÑÄÞÏ [21] Ë
ÒÓËÏÇÐÇÐ ª.¥. ¯ÑÄËÍÑÄÞÏ [22, 23] (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [16]) Í
Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÞÏ ÊÂÆÂÚÂÏ Ë ÊÂÕÇÏ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÎÔâ Ë ÓÂÊÄËÄÂÎÔâ ÄÑ ÏÐÑÅËØ ÊÂÆÂÚÂØ ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ.

£ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ËÔØÑÆÐÑÌ ÏÑÆÇÎË ¬¯ ÏÞ ËÔÒÑÎßÊÖÇÏ
ÔÕÂÕËÚÐÖá ÏÑÆÇÎß, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ ÅÓÂÄËÕÂÙËÑÐÐÞÇ ÖÔÍÑÓÇ-
ÐËâ ÄÇÊÆÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÓÂÄÐÞ ÐÖÎá. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
à××ÇÍÕËÄÐÞÇ ÏÂÔÔÞ ÑÃÑËØ ÄØÑÆÑÄ Ä ÅÑÓÎÑÄËÐÖ ¬¯ ÓÂÄÐÞ
ÐÖÎá, ØÑÕâ ÅÇÑÏÇÕÓËâ ÕÓÇØÏÇÓÐÑÅÑ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÂ,
ÍÑÐÇÚÐÑ, ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ ÇÄÍÎËÆÑÄÑÌ ÅÇÑÏÇÕÓËË. ´ÂÍÂâ
ÏÑÆÇÎß ÒÓËÄÇÆÇÐÂ Ë ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÐÂ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [17,
19]. £ àÕËØ ÓÂÃÑÕÂØ ÄÔâ ÏÂÕÇÓËâ Ä ÏÑÆÇÎâØ âÄÎâÇÕÔâ
ÕâÅÑÕÇáÜËÏ ÔÍÂÎâÓÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ®ÇÕÑÆËÚÇÔÍË ÄÂÉÐÞÏ
ÓÂÊÄËÕËÇÏ Ë ÑÃÑÃÜÇÐËÇÏ àÕËØ ÏÑÆÇÎÇÌ ÑÍÂÊÂÎÂÔß àÍÄË-
ÄÂÎÇÐÕÐÂâ ÊÂÏÇÐÂ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËÇÌ àÎÇÍÕ-
ÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ Ë ÒÞÎÇÄÑÌ ÏÂÕÇÓËË Ô ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá àÐÇÓÅËË, ÚÕÑ Ë ÃÞÎÑ ÔÆÇÎÂÐÑ ÐÂÏË. ¿ÕÑ
ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÒÓËÏÇÐËÕß Í ÓÂÔÚÇÕÖ ÏÑÆÇÎË ÏÇÕÑÆÞ ÊÂÆÂÚË
´ÑÎÏÇÐÂ (ÔÏ. [20, 24, 25]), ÑÃÑÃÜÇÐÐÞÇ Ë ÓÂÊÄËÕÞÇ
¡.¡. ºÂÙÍËÏ (ÔÏ. [26, 27]).

²ÇÊÖÎßÕÂÕÞ Ë ÏÇÕÑÆÞ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßË ÏÑÅÖÕ ËÔÒÑÎßÊÑ-
ÄÂÕßÔâ ÒÓË ÑÃÔÖÉÆÇÐËË ÄÑÊÏÑÉÐÑÌ àÄÑÎáÙËË ¬¯ Ä
ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÏÑÆÇÎâØ £ÔÇÎÇÐÐÑÌ. £ ÍÂÚÇÔÕÄÇ ÆÂÎßÐÇÌÛÇÅÑ
ÓÂÊÄËÕËâ Ë ÑÃÑÃÜÇÐËâ ÄÞÛÇÖÍÂÊÂÐÐÑÅÑ ÏÇÕÑÆÂ ÏÞ ÄÄÇÎË
Ä ÏÑÆÇÎß ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËÌ L-ÚÎÇÐ. ¦ÅÑ ÄÄÇÆÇÐËÇ ÒÑÊÄÑ-
ÎËÎÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑ ÐÑÄÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ (ÔÏ. ÓÂÊ-
ÆÇÎ 7) ÆÎâ ÔÕÂÕËÚÇÔÍÑÌ Ë Ô×ÇÓËÚÇÔÍÑÌ ÏÑÆÇÎË®ÖÎßÕËÄÔÇ-
ÎÇÐÐÑÌ. ¿ÕÂ ÏÑÆÇÎß ÒÓÇÆÔÕÂÄÎâÇÕ ÔÑÃÑÌ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÇ
ÚËÔÎÑ Ô×ÇÓËÚÇÔÍËØ ÏËÓÑÄ, ÔÑÇÆËÐÇÐÐÞØ ÅÑÓÎÑÄËÐÂÏË.
¯ÂÔÍÑÎßÍÑ ÐÂÏ ËÊÄÇÔÕÐÑ, àÕÑ ÒÇÓÄÂâ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÂâ
ÏÑÆÇÎß ÕÂÍÑÅÑ ÓÑÆÂ.

¯ÂÌÆÇÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÏÑÉÇÕ
ÑÃÎÂÆÂÕß ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÒÑÎÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá àÐÇÓÅËË
ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ. ¬ÓÑÏÇ àÕÑÅÑ, ÆÂÐÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÕÇÏ
ÉÇ ÏÇÕÑÆÑÏ ÏÑÉÐÑ ÑÃÑÃÜËÕß ÆÎâ ÔÎÖÚÂâ ÆËÐÂÏËÚÇÔÍÑÌ
ÏÑÆÇÎË, ÄÞÄÇÆÇÐÐÑÌ ËÊ ÒÑÎÑÉÇÐËâ ÓÂÄÐÑÄÇÔËâ ËÊÃÞÕÍÑÏ
(ËÎË ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÑÏ) ÒÞÎË ËÎË L-ÚÎÇÐÂ.

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ àÕÑÅÑ ÓÂÊÆÇÎÂ ÔÆÇÎÂÇÏ ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÏÇ-
ÕÑÆËÚÇÔÍÑÇ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ. ¯ÇÔÕÂÙËÑÐÂÓÐÞÇ ÊÂÆÂÚË Ä °´°
ËÏÇáÕ ÒÓËÐÙËÒËÂÎßÐÑÇ ÑÕÎËÚËÇ ÑÕ ÂÐÂÎÑÅËÚÐÞØ ÊÂÆÂÚ Ä
ÒÎÑÔÍÑÏ ÒÓÑÔÕÓÂÐÔÕÄÇ-ÄÓÇÏÇÐË. £ ÚÂÔÕÐÑÔÕË, Ä °´° Í à×-
×ÇÍÕÂÏ ÆÄËÉÇÐËâ (ÆËÐÂÏËÍË) ÏÂÕÇÓËË ÆÑÃÂÄÎâáÕÔâ ÆË-
ÐÂÏËÚÇÔÍËÇ à××ÇÍÕÞ ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË ÍÑÑÓÆËÐÂÕÐÑÌ ÓÇÛÇÕÍË
(Ä ÐÂÛÇÏ ÏÇÕÑÆÇ ì ÓÇÛÇÕÍË, ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÒÞÎË).
°ÕÎËÚËÕß ÑÆÐÑ ÑÕ ÆÓÖÅÑÅÑ, ÍÂÍ ÒÓÂÄËÎÑ, ÃÞÄÂÇÕ ÑÚÇÐß
ÔÎÑÉÐÑ. £ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÒÑÆ ÕÇÓÏËÐÑÏ "ÆÄËÉÇÐËÇ" ÏÞ
ÃÖÆÇÏ ÒÑÐËÏÂÕß ÔÖÒÇÓÒÑÊËÙËá ÆËÐÂÏËÍË Ë ÆÇ×ÑÓÏÂÙËË.

2. µÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ

±ÓÑÔÕÇÌÛÇÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÆÎâ ÔÕÂÕËÚÐÑÌ ÍÓÑÕÑÄÑÌ ÐÑÓÞ (¬¯)
ËÏÇÇÕ ÄËÆ (ÔÏ. [17]) 1

ds 2 � dt 2 ÿ dR 2 ÿ r 2�dy 2 � sin2 y dj2� ;
r 2�R� � q 2 � R 2 : �1�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ ÒÑÎÖÚÂÇÕÔâ, ÚÕÑ 4pr 2 ì ÒÎÑÜÂÆß Ô×ÇÓÞ
ÄÑÍÓÖÅ ÙÇÐÕÓÂ ÔËÔÕÇÏÞ. ®ËÐËÏÂÎßÐÑ ÄÑÊÏÑÉÐÞÌ ÓÂÆËÖÔ
àÕÑÌ ¬¯ r0 � q (ÓÂÆËÖÔ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ 2).

°ÃÞÚÐÑ àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÄâÊÞÄÂáÕ Ô ÕÇÐÊÑÓÑÏ àÐÇÓÅËË-
ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ (ÔÏ. [17, 19]). £ ÐÂÔÕÑâÜÇÌ
ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏ ÆÓÖÅÖá ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËá ÆÂÐÐÑÅÑ
ÓÇÛÇÐËâ, ÔÄâÊÂÐÐÖá Ô ËÐÞÏ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇÏ ÕÇÐÊÑÓÂ
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ. ¿ÕÂ ÐÑÄÂâ ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËâ ÓÇÛÇÐËâ
(1) ÏÑÉÇÕ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÑÄÂÕß ÕÇÐÊÑÓÖ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ,
ÒÓÇÆÔÕÂÄËÏÑÏÖ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ:

Tn
m �

ÿ q 2

8pr 4
0 0 0

0 � q 2

8pr 4
0 0

0 0 ÿ q 2

8pr 4
0

0 0 0 ÿ q 2

8pr 4

0BBBBBBBBBBB@

1CCCCCCCCCCCA
�

�

� q 2

8pr 4
0 0 0

0 � q 2

8pr 4
0 0

0 0 ÿ q 2

8pr 4
0

0 0 0 ÿ q 2

8pr 4

0BBBBBBBBBBB@

1CCCCCCCCCCCA
�

�
ÿ q 2

4pr 4
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0BBB@
1CCCA : �2�

±ÇÓÄÞÌ ÚÎÇÐ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÕÇÐÊÑÓÖ
àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÕÂÕËÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ (ËÎË ÏÂÅ-
ÐËÕÐÑÅÑ) ÒÑÎâ Ô ÊÂÓâÆÑÏ q, ÄÕÑÓÑÌ ì ÒÞÎÇÄÑÌ ÏÂÕÇÓËË Ô
ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕßá àÐÇÓÅËË:

ed � ÿ q 2

4pr 4
: �3�

¿ÕÑ ÄÑÊÏÑÉÐÑÇ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÕÇÐÊÑÓÂ Tn
m ÑÕÎËÚÂÇÕÔâ ÑÕ

ÇÅÑ àÍÄËÄÂÎÇÐÕÐÑÅÑ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËâ Ä ÄËÆÇ ÕÇÐÊÑÓÂ àÐÇÓ-
ÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÍÂÎâÓÐÑÅÑ ÒÑÎâ, ÒÓËÐâÕÑÅÑ Ä ÒÓÇÆÞÆÖÜËØ
ÓÂÃÑÕÂØ [17 ë 30].

ªÊÃÞÕÑÍ (ËÎË ÐÇÆÑÔÕÂÕÑÍ) ÒÞÎË (ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÓÂÔ-
ÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ed) ÖÉÇ ÐÇ ÃÖÆÇÕ ÐÂØÑÆËÕßÔâ Ä ÓÂÄÐÑÄÇÔËË Ë
ÐÂÚÐÇÕ ÆÄËÉÇÐËÇ. ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÐÇÊÂÄËÔËÏÑÔÕË ÔÎÑÇÄ ÒÞÎË
ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ ÆÓÖÅ ÆÓÖÅÂ, ÏÑÉÐÑ ÒÓÑËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÕß
ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÞÎË ÂÐÂÎÑÅËÚÐÑ ÓÇÛÇÐËá
ÊÂÆÂÚË ´ÑÎÏÇÐÂ. ±Ñ ÔÖÕË, àÕÑ ÕÂ ÉÇ ÊÂÆÂÚÂ ´ÑÎÏÇÐÂ Ä
ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÏ Ë ÔÕÂÕËÚÐÑÏ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÏ
(ËÎË ÏÂÅÐËÕÐÑÏ) ÒÑÎÇ ÆÎâ ÐÇÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÒÞÎË.

®ÇÕÓËÚÇÔÍËÌ ÕÇÐÊÑÓ ÓÇÛÇÐËâ ÃÖÆÇÏ ËÔÍÂÕß Ä ÄËÆÇ 3

ds 2 � dt 2 ÿ exp �l� dR 2 ÿ r 2�dy 2 � sin2 y dj 2� ; �4�
ÊÆÇÔß r 2 Ë exp �l� âÄÎâáÕÔâ ÖÉÇ ×ÖÐÍÙËâÏË ÐÇ ÕÑÎßÍÑ R,
ÐÑ Ë t. ¥ÂÎÇÇ ÃÖÆÇÕ ÆÑÍÂÊÂÐÂ ÒÓÂÄÑÏÇÓÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ
ÄÞÃÑÓÂ ÏÇÕÓËÍË.

1 ¦ÆËÐËÙÞ ËÊÏÇÓÇÐËâ ÄÞÃËÓÂáÕÔâ Ä ÄËÆÇ c � 1 Ë G � 1.

2 ©ÆÇÔß Ë ÆÂÎÇÇ ÄÔÇ ÄÇÎËÚËÐÞ ÐÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÇ ÃÖÆÇÏ ÑÕÏÇÚÂÕß ËÐÆÇÍÔÑÏ
"0".
3 ¢ÎÂÅÑÆÂÓâ ÑÕÔÖÕÔÕÄËá ÆÂÄÎÇÐËâ Ö ÒÞÎË, ÔËÔÕÇÏÖ ÑÕÔÚÇÕÂ ÏÑÉÐÑ
ÄÞÃÓÂÕß ÔËÐØÓÑÐÐÑ-ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ (ÄÓÇÏÇÐÐaÂ â ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÂ ÏÇÕÓË-
ÍË ÓÂÄÐÂ 1).
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²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÊÂÆÂÚÖ Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË L-ÚÎÇÐÂ. µÓÂÄÐÇ-
ÐËâ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜËÇ ÏÇÕÓËÍÇ (4), ÏÑÉÐÑ
ÊÂÒËÔÂÕß Ä ÄËÆÇ 4

8pTt
t � 8pe� q 2

r 4
� L �

�ÿ exp �ÿl� 2rr;RR� r 2;Rÿ rr;Rl;R
r 2

� rr; t l; t� r 2; t
r 2

� 1

r 2
; �5�

8pTR
R �

q 2

r 4
� L � 2rr; tt � r 2; t

r 2
ÿ exp �ÿl�r 2;R

r 2
� 1

r 2
; �6�

8pTR
t � 0 � exp �ÿl� 2r;Rt ÿ r;Rl; t

r
; �7�

8pT y
y � 8pTj

j � ÿ
q 2

r 4
� L �

� ÿ exp �ÿl��2r;RR ÿ r;Rl;R� ÿ 2r; ttÿ rl; ttÿ rl2; t=2ÿ r;;tl; t
2r

:

�8�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÕÇÐÊÑÓ àÐÇÓÅËË-ËÏÒÖÎßÔÂ ÔÑÔÕÑËÕ ËÊ
ÏÂÕÇÓËË ÕÓÇØ ÕËÒÑÄ:

ì ÙÇÐÕÓÂÎßÐÑ-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ (ËÎË
ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ) ÒÑÎâ;

ì ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍÑÅÑ L-ÚÎÇÐÂ Ë ÒÞÎÇÄÑÌ ÏÂÕÇÓËË Ô
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá 5 e.

3. ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (7), ÒÑÎÖÚÂÇÏ:

exp �ÿl� r 2;R � F1�R� : �9�

±ÓË àÕÑÏ ÐÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÇ ÆÑÎÉÐÑ ÄÞÒÑÎÐâÕßÔâ ÖÔÎÑÄËÇ:
r;R � 0, ÔÎÇÆÑÄÂÕÇÎßÐÑ,

F1�0� � 0 : �10�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ (9) Ä ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (6), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

q 2

r 2
� Lr 2 � �rr

2
; t�; t
r; t

ÿ F1 � 1 : �11�

ªÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ àÕÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÒÑ ÄÓÇÏÇÐË ÆÂÇÕ:

q 2

r
ÿ Lr 3

3
� rr 2; t � �1ÿ F1� r � F2�R� : �12�

¶ÖÐÍÙËË F1�R� Ë F2�R� ÑÒÓÇÆÇÎâáÕ ÐÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ
ÆÎâ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÌ ÔÍÑÓÑÔÕË Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕË ÒÞÎË.

£ÞÓÂÉÂâ l; t Ë l; tt ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7), ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (8)
ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÏ Ä ÄËÆÇ:�

q 2

r 2
� Lr 2 � exp �ÿl� r 2;R ÿ r 2; t ÿ 2rr; tt

�
;R

� 0 : �13�

±ÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËÇ ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËâ (13) ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÕÑÉÆÇÔÕÄÖ. ¿ÕÑ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ
âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÐËâ ÄÓÇÏÇÐÐoÂÌ ÍÑÏÒÑ-

ÐÇÐÕÞ ÏÇÕÓËÍË (4) ÇÆËÐËÙÇ, ÚÕÑ ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÆÑÒÖÔÕË-
ÏÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ÏÇÕÓËÍË.

³ ÏÇÕÑÆËÚÇÔÍÑÌ ÕÑÚÍË ÊÓÇÐËâ ÔÕÑËÕ ÑÕÏÇÕËÕß, ÚÕÑ ÆÎâ
ÒÞÎË ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÕÂÍÑÅÑ ÄÞÃÑÓÂ ÏÇÕÓËÍË âÄÎâÇÕÔâ
ÑÚÇÄËÆÐÑÌ, ÒÑÔÍÑÎßÍÖ Ö ÒÞÎË ÐÇÕ ÆÂÄÎÇÐËâ, ÒÑàÕÑÏÖ
ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÂâ ÔËÔÕÇÏÂ ÑÕÔÚÇÕÂ âÄÎâÇÕÔâ ÑÆÐÑÄÓÇÏÇÐÐÑ
Ë ÔËÐØÓÑÐÐÑÌ. ¯Ñ ÒÓË ÆÑÃÂÄÎÇÐËË Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕ-
ÓËÚÐÑÅÑ àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ àÕÑ ÖÉÇ ÐÇ ÑÚÇÄËÆÐÑ Ë
ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ ÕÑÉÆÇÔÕÄÑ âÄÎâÇÕÔâ ÔÎÇÆÔÕÄËÇÏ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ
ÄÊÂËÏÑÆÇÌÔÕÄËâ ÏÇÉÆÖ ÐÇÊÂÓâÉÇÐÐÑÌ ÒÞÎßá Ë àÎÇÍÕÓÑ-
ÏÂÅÐËÕÐÞÏ ÒÑÎÇÏ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÎÑÓÇÐÙÇÄÑ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂ-
ÐËÇ ÄÆÑÎß ÔËÎÑÄÞØ ÎËÐËÌ ÏÂÅÐËÕÐÑÅÑ ÒÑÎâ ÐÇ ÏÇÐâÇÕ
àÕÑÅÑ ÒÑÎâ, ÚÕÑ ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÖá
ÒÞÎË ÔËÔÕÇÏÖ ÑÕÔÚÇÕÂ. ±ÓË ÆÄËÉÇÐËË Ä àÕÑÌ ÔËÔÕÇÏÇ
ÑÕÔÚÇÕÂ (ÄÆÑÎß ÒÑÎâ) àÎÇÍÕÓÑÏÂÅÐËÕÐÑÇ ÒÑÎÇ ÑÔÕÂÇÕÔâ
ËÐÄÂÓËÂÐÕÑÏ. ¦ÔÎË ÃÞ ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐËÇ ÐÂÛÇÌ ÏÇÕÓËÍË Ä
ÄËÆÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (4) ÃÞÎÑ ÐÇÄÑÊÏÑÉÐÑ, ÕÑ ÄÔÇ ÆÂÎßÐÇÌÛËÇ
ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÐÇ ÖÆÂÎÑÔß ÃÞ ÆÑÄÇÔÕË ÆÑ ÍÑÐÙÂ. ªÏÇÐÐÑ àÕÑ
ÐÇÑÚÇÄËÆÐÑÇ ÑÃÔÕÑâÕÇÎßÔÕÄÑ ÒÑÊÄÑÎËÎÑ ÔÕÑÎß ÖÔÒÇÛÐÑ
ÓÂÊÄËÕß ÐÂÛ ÏÇÕÑÆ Ë ÒÑÎÖÚËÕß ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍË ÄÔÇ ÄÂÉÐÞÇ
ÓÇÊÖÎßÕÂÕÞ!

µÏÐÑÉÂâ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (5) ÐÂ r 2r;R Ë ÄÞÓÂÉÂâ l; t ËÊ
ÖÓÂÄÐÇÐËâ (7), ÒÑÎÖÚÂÇÏ

8per 2r;R �
�
Lr 3

3
ÿ q 2

r
ÿ r�1ÿ F1� ÿ rr 2; t

�
;R

� 0 : �14�

ªÐÕÇÅÓËÓÖâ àÕÑ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÒÑ R Ä ÒÓÇÆÇÎÂØ ÑÕ 0 ÆÑ R Ë
ÖÚËÕÞÄÂâ (10), ÐÂØÑÆËÏ�R

0

8per 2r;R dRÿ q 2

r
� Lr 3

3
ÿ r�1ÿ F1� ÿ rr 2; t �

� ÿ q 2

r0
� Lr 30

3
ÿ r0 ÿ r0r

2
0; t : �15�

©ÆÇÔß ÃÞÎÑ ÖÚÕÇÐÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ r�R � 0� � r0�t� ÏÑÉÇÕ
ÊÂÄËÔÇÕß ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË.

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (15) ÄÇÎËÚËÐÖ rr 2; t, ÄÞÓÂÉÇÐÐÖá ËÊ (12),
ÒÑÎÖÚÂÇÏ�R

0

8per 2r;R dR � F2�R� ÿ q 2

r0
ÿ r0 � Lr 30

3
ÿ r0r

2
0; t : �16�

±ÓÑËÊÄÑÆÐÂâ àÕÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÒÑ R ÆÂÇÕ ÇÜÇ ÑÆËÐ
ËÐÕÇÅÓÂÎ ÆÄËÉÇÐËâ (ÄÞÓÂÉÂáÜËÌ ÔÑØÓÂÐÇÐËÇ ÏÂÔÔÞ Ä
ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÏ ÑÃÝÇÏÇ):

8per 2r;R � dF2

dR
: �17�

´ÑÉÆÇÔÕÄÂ ¢ËÂÐÍË 6

Tn
m; n �

1�������ÿgp q�Tn
m

�������ÿgp �
qxn

ÿ Tnl

2

qgnl
qxm

� 0 �18�

ÔÑÆÇÓÉÂÕÔâ Ä ÖÓÂÄÐÇÐËâØ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ, ËØ ÍÑÏÒÑÐÇÐÕÞ
m � t; y;j ÕÑÉÆÇÔÕÄÇÐÐÑ ÑÃÓÂÜÂáÕÔâ Ä ÐÖÎß, Â ÍÑÏÒÑ-
ÐÇÐÕÂ m � R ÆÂÇÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ (17), ÍÑÕÑÓÞÌ âÄÎâÇÕÔâ
ÂÐÂÎÑÅÑÏ ËÐÕÇÅÓÂÎÂ ÆÎâ ÚËÔÕÑ ÒÞÎÇÄÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ
(ÔÏ. [31, æ 103]) Ä ÕÇÑÓËË àÄÑÎáÙËË ÒÞÎÇÄÑÅÑ ÑÃÎÂÍÂ.
ÁÄÐÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË exp �l��R; t� � r 2;R=F1 Ë
ÐÇâÄÐÑÇ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË r 2�R; t� ÒÑÎÖÚÇÐÞ Ä ÓÂÊÆÇÎÇ 5.4 £ÞÄÑÆ àÕËØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÏÑÉÐÑ ÒÑÔÏÑÕÓÇÕß, ÐÂÒÓËÏÇÓ, Ä [31] (ÊÂÆÂ-

ÚÂ 5 æ 100).
5 £ ÑÕÔÖÕÔÕÄËÇ L-ÚÎÇÐÂ ÆÎâ ÔÑÄÒÂÆÇÐËË ÓÇÛÇÐËâ (4) Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ (1)
ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ, ÚÕÑÃÞ ÒÎÑÕÐÑÔÕß e ÃÞÎÂ ÓÂÄÐÂ ÒÎÑÕÐÑÔÕË ed (ÔÏ. (3)). 6 ©ÆÇÔß gì ÆÇÕÇÓÏËÐÂÐÕ ÏÇÕÓËÚÇÔÍÑÅÑ ÕÇÐÊÑÓÂ.

3*
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4. ¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ

¥ÂÎÇÇ ËÐÆÇÍÔÑÏ "i" ÑÃÑÊÐÂÚÂÇÏ ÄÔÇ ÄÇÎËÚËÐÞ Ä ÐÂÚÂÎß-
ÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ t � 0. ©ÂÆÂÆËÏ ÐÖÎÇÄÑÇ ÐÂÚÂÎßÐÑÇ ÓÂÔÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËÇ ÔÍÑÓÑÔÕË:

r 2; t
��
t�0 � 0 : �19�

£ÂÓËÂÐÕ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐ Ä
ÒÓËÎÑÉÇÐËË I. ©ÂÏÇÕËÏ, ÚÕÑ ÄÑ ÄÔÇØ ÔÎÖÚÂâØ ÄÞÃÑÓ
ÐÂÚÂÎßÐÞØ ÖÔÎÑÄËÌ ÐÇ ÒÓÑËÊÄÑÎÇÐ, Â ÆÑÎÉÇÐ ÖÆÑÄÎÇÕÄÑ-
ÓâÕß ÑÅÓÂÐËÚÇÐËâÏ, ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÏÞÏ ÖÓÂÄÐÇÐËâÏË (5) Ë
(7). ¿ÕË ÖÓÂÄÐÇÐËâ ÐÇ ÔÑÆÇÓÉÂÕ ÄÕÑÓÞØ ÒÓÑËÊÄÑÆÐÞØ ÒÑ
ÄÓÇÏÇÐË Ë, ÍÂÍ ËÊÄÇÔÕÐÑ (ÔÏ. [29]), ÒÓË ÄÞÒÑÎÐÇÐËË ÐÂ
ÐÂÚÂÎßÐÑÏ ÔÇÚÇÐËË ÖÔÎÑÄËâ t � const Ë ÔÒÓÂÄÇÆÎËÄÑÔÕË
ÑÔÕÂÎßÐÞØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ¿ÌÐÛÕÇÌÐÂ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË ÄÞÒÑÎ-
ÐâáÕÔâ ÆÎâ ÄÔÇØ ÊÐÂÚÇÐËÌ t.

£ÞÃÇÓÇÏ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÏÂÔÛÕÂÃ ÍÑÑÓÆËÐÂÕÞ
R Ä (4), ÕÂÍ ÚÕÑ

ri �
�����������������
q 2 � R 2

p
; edi � ed�ri� � ÿ q 2

4pr 4i
: �20�

±ÓË àÕÑÏ ri�R� ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô (1) Ë ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (10) ÄÞÒÑÎ-
ÐâÇÕÔâ ÂÄÕÑÏÂÕËÚÇÔÍË. £ÄÇÆÇÏ ÑÃÑÊÐÂÚÇÐËÇ

s�ri� � 1

ri

�R
0

8p�ei ÿ edi� r 2i ri;R dR �

� 1

ri

� ri

q

8peir 2i dri � 2
q

ri

�
1ÿ q

ri

�
: �21�

£ÇÎËÚËÐÂ s ËÏÇÇÕ ÔÏÞÔÎ ÖÆÄÑÇÐÐÑÅÑ ÐßáÕÑÐÑÄÔÍÑÅÑ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ ÒÞÎÇÄÑÌ ÏÂÕÇÓËË, ËÊÃÞÕÑÚÐÑÌ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá Í ed (ÔÏ. (20)). ³ÄâÊß àÕÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ Ô ×ÖÐÍÙËâÏË
F1 Ë F2 ÖÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ ËÊ (15) Ë (16) Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ:

F1 � 1ÿ sÿ q 2

r 2i
ÿ L

3

�
r 2i ÿ

q 3

ri

�
; �22�

F2 � ri

�
s� 2

q 2

r 2i
ÿ Lq 3

3ri

�
: �23�

ªÊ (9) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑF1 5 0. ³ÑÅÎÂÔÐÑ (22), àÕÑ ÐÂÍÎÂÆÞÄÂÇÕ
ÑÅÓÂÐËÚÇÐËÇ ÐÂ ÓÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ s�R�.

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (6) ÐÂØÑÆËÕÔâ ÄÇÎËÚËÐÂ r; tt Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ
ÏÑÏÇÐÕ:

r; tt � ÿ s

2ri
� Lri

3
� Lq 3

6r 2i
pri t � 0 : �24�

ªÊ ÖÓÂÄÐÇÐËâ (24) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË L � 0 ÆËÐÂÏËÍÂ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ Ä ÑÃÎÂÔÕË, ÅÆÇ s � 0 (ÒÑ ÍÓÂÌÐÇÌ ÏÇÓÇ, ÆÑ
ÏÑÏÇÐÕÂ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÔÎÑÇÄ ÒÞÎË, ÍÑÅÆÂ ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂÇ-
ÏÂâ ÏÑÆÇÎß ÖÉÇ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÐÇÒÓËÏÇÐËÏÑÌ).

5. ²ÇÛÇÐËÇ ÃÇÊ L-ÚÎÇÐÂ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÒÑÆÓÑÃÐÑ ÔÎÖÚÂÌ L � 0.

ªÊ (24) ÔÎÇÆÖÇÕ, ÚÕÑ ÒÓË L � 0 ÓÂÊÏÇÓÞ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ ¬¯
ÑÔÕÂáÕÔâ ÒÑÔÕÑâÐÐÞÏË �r0�t� � q� ÄÑ ÄÔÇÌ ÆÑÒÖÔÕËÏÑÌ
ÑÃÎÂÔÕË ÊÐÂÚÇÐËÌ R Ë t ËÔÍÑÏÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ì ÆÑ ÕÇØ ÒÑÓ,
ÒÑÍÂ ÚÇÓÇÊ ÅÑÓÎÑÄËÐÖ ÐÇ ÒÑÕÇÚÇÕ ÏÂÕÇÓËâ. ¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ,
ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (24) ÑÊÐÂÚÂÇÕ, ÚÕÑ ÆËÐÂÏËÍÂ ÏÂÕÇÓËË Ä ¬¯
ÊÂÄËÔËÕ ÕÑÎßÍÑ ÑÕ ÄÐÖÕÓÇÐÐËØ ÔÎÑÇÄ ÏÂÕÇÓËË (Ô ÏÇÐß-
ÛËÏË ÊÐÂÚÇÐËâÏË r) Ë ÐÇ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÐÇÛÐËØ ÔÎÑÇÄ
ÏÂÕÇÓËË. ±ÑàÕÑÏÖ ÏÂÕÇÓËâ Ô ÑÆÐÑÌ ÔÕÑÓÑÐÞ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ
ÐËÍÂÍ ÐÇ ÄÎËâÇÕ ÐÂ ÏÂÕÇÓËá Ô ÆÓÖÅÑÌ ÇÇ ÔÕÑÓÑÐÞ (ÒÑÍÂ

ÚÇÓÇÊ ÅÑÓÎÑÄËÐÖ ÐÇÕ ÒÑÕÑÍÂ ÏÂÕÇÓËË ËÎË ÒÑÍÂ ÐÇ ÒÓÑ-
ËÊÑÌÆÇÕ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ÔÎÑÇÄ).

¯ÇÒÑÔÓÇÆÔÕÄÇÐÐÑ ËÊ (24) ÏÑÉÐÑ ÖÃÇÆËÕßÔâ, ÚÕÑ Ä ÐÂ-
ÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ ÒÓË s > 0 ÖÔÍÑÓÇÐËÇ r; tt ÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑ,
ÒÑàÕÑÏÖ ËÊÃÞÕÑÚÐÂâ ÏÂÔÔÂ ÒÞÎË ÃÖÆÇÕ ÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÕß.

£ÄÇÆÇÏ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÄËÆËÏÑÔÕË.
¬ÓËÕÇÓËÇÏ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ (ÄËÆËÏÑÔÕË) ÒÓË

ÍÑÎÎÂÒÔÇ ÃÖÆÇÕ ÐÇÓÂÄÇÐÔÕÄÑ

V < 1 �25�
ÆÎâ ÔÍÑÓÑÔÕË ÒÞÎË (ÔÏ. ÕÂÍÉÇ [23, 26, 27, 32] Ë (12)), ÅÆÇ
ÔÍÑÓÑÔÕß ÒÞÎË V ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÍÂÍ

V 2 � r 2; t exp�l�
r 2;R

� r 2; t
F1
�

� �s� 2q 2=r 2i � ri=rÿ sÿ q 2=r 2i ÿ q 2=r 2

1ÿ sÿ q 2=r 2i
: �26�

±ÓË q � 0 àÕÑÕ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÓÇÛÇÐËÇÏ ÆÎâ
ÍÑÎÎÂÒÔËÓÖáÜÇÌ ÒÞÎË (ÔÏ. [26]).

¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ËÊÃÇÉÂÕß ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕË ÕËÒÂ
0=0 Ö ×ÖÐÍÙËË V 2 ÐÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÇ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
�F1�ri ! r0� ! 0�, ÐÇÑÃØÑÆËÏÑ ÑÃÇÔÒÇÚËÕß ÃÑÎÇÇ ÃÞÔÕ-
ÓÖá ÔØÑÆËÏÑÔÕß Í ÐÖÎá ×ÖÐÍÙËË r 2; t�t � 0; ri ! r0�, ÚÇÏ
×ÖÐÍÙËË F1�ri ! r0� (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ I).

ªÊ (12) ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÊÂÍÑÐ ÆÄËÉÇÐËâ ÒÞÎÇÄÑÅÑ ÔÎÑâ:

t �
� r

ri

ÿr dr����������������������������������������������F1 ÿ 1�r 2 � F2rÿ q 2
p �

�
� r

ri

ÿr dr
ri

������������������������������������������������������������������������
�1ÿ r=ri�

��s� q 2=r 2i � r=ri ÿ q 2=r 2i
�q : �27�

¿ÕÂ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÂ àÎÇÏÇÐÕÂÓÐÑ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ:

t � ri

������������������������������������������������������������������������
�1ÿ r=ri�

��s� q 2=r 2i � r=ri ÿ q 2=r 2i
�q

s� q 2=r 2i
�

� ri
s� 2q 2=r 2i

2�s� q 2=r 2i �3=2
arccos

�
1ÿ 2�s� q 2=r 2i ��1ÿ r=ri�

s

�
;

�28�
ËÎË Ä ÆÓÖÅÑÌ ×ÑÓÏÇ:

t � ri

� ������������������������������������������������������������������������
�1ÿ r=ri�

��s� q 2=r 2i � r=ri ÿ q 2=r 2i
�q

s� q 2=r 2i
�

� s� 2q 2=r 2i

�s� q 2=r 2i �3=2
arctan

�������������������������������������������������
�s� q 2=r 2i ��1ÿ r=ri�
�s� q 2=r 2i � r=ri ÿ q 2=r 2i

s �
:

�29�
´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÆÄËÉÇÐËÇ ÒÞÎÇÄÞØ ÔÎÑÇÄ ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ
ËÊÃÞÕÑÚÐÑÅÑ ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ s Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ ÑÕ
ÅÑÓÎÑÄËÐÞ ¬¯: ri=q.

°ÆÐÂÍÑ ×ËÊËÚÇÔÍË ÍÑÓÓÇÍÕÐÞÏ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÐËÇ àÕÑÌ
ÏÑÆÇÎË ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß ÕÑÎßÍÑ ÆÑ ÏÑÏÇÐÕÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑÅÑ
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÒÞÎÇÄÞØ ÔÎÑÇÄ. ¿ÕÑ ÔÄâÊÂÐÑ Ô ÕÇÏ, ÚÕÑ
ÒÑÔÎÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ Ä ÔÑÒÖÕÔÕÄÖáÜÇÌ ÏÂÕÇÓËË ÔËÔÕÇÏÇ
ÒÑâÄÎâÇÕÔâ ÄÔÕÓÇÚÐÞÌ ÒÑÕÑÍ àÐÇÓÅËË (ÑÕ ÒÇÓÇÔÇÍÂÇÏÞØ
ÔÎÑÇÄ ÏÂÕÇÓËË), ÍÑÕÑÓÞÌ ÐÇ ÖÚÕÇÐ Ä ÕÇÐÊÑÓÇ àÐÇÓÅËË-
ËÏÒÖÎßÔÂ. ±ÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ÔÑÔÇÆÐËØ ÔÎÑÇÄ ÏÂÕÇÓËË ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖÇÕ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÌ ÒÎÑÕÐÑÔÕË àÐÇÓÅËË. ¿ÕÑ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕ-
ÄÖÇÕ ÖÔÎÑÄËá r;R � 0 (ËÎË dr=dri � 0) (ÔÏ. (20)). ¥Ë××Ç-
ÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (29) ÒÑ ri ÒÑÊÄÑÎâÇÕ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
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×ÖÐÍÙËá dr=dri �r; s; q� Ä âÄÐÑÏ ÄËÆÇ. ¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂ-
ÐËÇ ÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË (29) ÆÂÇÕ ÐÖÎß. °ÃÑÊÐÂÚÂâ ÛÕÓËØÑÏ
ÒÓÑËÊÄÑÆÐÖá ÒÑ ri, ÄÞÓÂÉÂâ ÄÔÇ ÓÂÔÔÕÑâÐËâ Ä ÇÆËÐËÙÂØ
ri Ë ÑÒÖÔÍÂâ ÒÓÑÏÇÉÖÕÑÚÐÞÇ ÅÓÑÏÑÊÆÍËÇ ÄÞÚËÔÎÇÐËâ,
ÒÓËÄÇÆÇÏ ÑÍÑÐÚÂÕÇÎßÐÞÌ ÓÇÊÖÎßÕÂÕ ÆÎâ àÕÑÌ ×ÖÐÍÙËË:

r 0 � 1� �1ÿ r��s�s 0 ÿ 2q 2��2q 2 ÿ r�s� q 2��ÿ q 2�s� 2q 2��2s 0 � s�	
2rs�s� q 2�2 �

�
�
2s�s� q 2� � �2q 2 ÿ s 0��s� 4q 2�� ������������������������������������������������

�1ÿ r���s� q 2� rÿ q 2
�q

2r�s� q 2�5=2
�

� arctan

�������������������������������
�s� q 2��1ÿ r�
�s� q 2� rÿ q 2

s
: �30�

ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß àÕÖ ×ÑÓÏÖÎÖ ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËâ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÐÇÔÑÔÇÆÐËØ ÔÎÑÇÄ ÐÇÎßÊâ, ÕÂÍ ÍÂÍ ÒÇÓÇÔÇÚÇ-
ÐËÇ Ô ÐÇÔÑÔÇÆÐËÏË ÔÎÑâÏË ÐÇ ÒÓËÄÑÆËÕ ÐË Í ÍÂÍËÏ
ÑÔÑÃÇÐÐÑÔÕâÏ ÆÎâ ÒÞÎË. °ÚÇÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ
ÐÇÔÑÔÇÆÐËØ ÔÎÑÇÄ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÒÑÔÎÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÔÑÔÇÆ-
ÐËØ Ë ÐÇ ÏÑÉÇÕ ÓÂÔÒÓÑÔÕÓÂÐâÕßÔâ ÔÑ ÔÍÑÓÑÔÕßá, ÒÓÇÄÞ-
ÛÂáÜÇÌ ÔÍÑÓÑÔÕß ÔÄÇÕÂ. ±ÑàÕÑÏÖ ÒÑÔÕÓÑËÄ ÆËÂÅÓÂÏÏÞ
t�ri� ÆÎâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÍÑÐÖÔÑÄ Ë ÍÓËÄÖá, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÖá
ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËá ÔÑÔÇÆÐËØ ÔÎÑÇÄ �r 0 � 0�, ÏÑÉÐÑ ÑÒÓÇÆÇÎËÕß
ÑÃÎÂÔÕË, ÊÂÄÇÆÑÏÑ ÔÄÑÃÑÆÐÞÇ ÑÕ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÔÎÑÇÄ (ÔÏ.
ÓËÔÖÐÑÍ).

ªÔÒÑÎßÊÖâ ×ÑÓÏÖÎÖ (26), ÏÑÉÐÑ ÔÆÇÎÂÕß ÓâÆ ÄÂÉÐÞØ
ÄÞÄÑÆÑÄ.

1. °ÃÓÂÊÑÄÂÐËÇ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÄÑÊÏÑÉÐÑ ÐÇ ÄÔÇÅÆÂ, Â
ÕÑÎßÍÑ ÒÓË ÆÑÔÕÂÕÑÚÐÑ ÃÑÎßÛËØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂØ s:

s > 2
q

ri

�
1ÿ q

ri

�
: �31�

±ÑÔÎÇ ÒÑâÄÎÇÐËâ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ¬¯ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ "ÐÇÒÓÑØÑÆË-
ÏÑÌ". °ÆÐÂÍÑ ÇÜÇ ÆÑ ÆÑÔÕËÉÇÐËâ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÏÑÉÇÕ
ÄÑÊÐËÍÐÖÕß ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ÔÎÑÇÄ ÒÞÎË.

2. °ÃÎÂÔÕß ÊÐÂÚÇÐËÌ ×ÖÐÍÙËË t�r; ri� ÑÅÓÂÐËÚÇÐÂ ÏÂÍÔË-
ÏÂÎßÐÞÏ ÄÓÇÏÇÐÇÏ tstop (ÑÕ ÐÂÚÂÎÂ ÆÄËÉÇÐËâ ÆÑ ÑÔÕÂ-

ÐÑÄÍË). ¿ÕÑ ÄÓÇÏâ ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ Ä (28) ÓÂÄÇÐÔÕÄÖ ÏËÐÖÔ
ÇÆËÐËÙÇ ÂÓÅÖÏÇÐÕÂ Ä ÂÓÍÍÑÔËÐÖÔÇ (ËÎË ÐÖÎá ÒÑÆÍÑÓÇÐ-
ÐÑÅÑ ÄÞÓÂÉÇÐËâ Ä ÕÑÌ ÉÇ ×ÑÓÏÖÎÇ):

tstop � pri�s� 2q 2=r 2i �
2�s� q 2=r 2i �3=2

: �32�

£ÓÇÏâ tstop ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖÇÕ ÑÕÍÎÑÐÇÐËá Dr � sr 3i =q
2 ÑÕ

ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÒÑÎÑÉÇÐËâ. ±ÓË ÏÂÎÞØ ÑÕÍÎÑÐÇÐËâØ (ÔÑÑÕ-
ÄÇÕÔÕÄÖáÜËØ ÏÂÎÞÏ ÊÐÂÚÇÐËâÏ s) ÄÑÊÐËÍÂáÕ ÅÂÓÏÑÐË-
ÚÇÔÍËÇ ÍÑÎÇÃÂÐËâ Ô ÒÇÓËÑÆÑÏ T � 2tstop � 2pr 2i =q (ÔÏ.
ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ II).

3. ³ÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ (ÏÇÐßÛÇÅÑ) ÍÑÓÐâ Ä ÖÓÂÄÐÇ-
ÐËË V 2�r� � 1 ÑÊÐÂÚÂÇÕ ÒÑâÄÎÇÐËÇ ÄÕÑÓÑÅÑ (ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ)
ÅÑÓËÊÑÐÕÂ Ä ÔËÔÕÇÏÇ (ÔÏ. ÓËÔÖÐÑÍ).

6. ²ÇÛÇÐËÇ s � 0 Ô K-ÚÎÇÐÑÏ

²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÔËÕÖÂÙËá, Ä ÍÑÕÑÓÑÌ s � 0, ÕÑÅÆÂ ÖÓÂÄÐÇÐËÇ
(6) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

2rr; tt � Lr 2 � q 2

�
1

r 2
ÿ 1

r 2i

�
ÿ L

3

�
r 2i ÿ

q 3

ri

�
ÿ r 2; t ; �33�

Â ÖÓÂÄÐÇÐËÇ (12) ÒÓËÐËÏÂÇÕ ÄËÆ

r 2; t � �rÿ ri�
�
ÿ q 2

r 2r 2i
�rÿ ri� � L

3

�
r� ri � q 3

rri

��
: �34�

ªÊ ÒÑÔÎÇÆÐËØ ÆÄÖØ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÒÓË s � 0
ÏÂÕÇÓËâ ÐÂÚËÐÂÇÕ ÓÂÊÆÖÄÂÕßÔâ ËÊ ÔÑÔÕÑâÐËâ ÒÑÍÑâ
(ËÐ×ÎâÙËâ ÊÂ ÔÚÇÕL-ÚÎÇÐÂ). ¦ÔÎË ÃÇÊÓÂÊÏÇÓÐÞÌ ÒÂÓÂÏÇÕÓ

a � Lq 2 �35�

ÃÑÎßÛÇ ÐÇÍÑÕÑÓÑÅÑ ÍÓËÕËÚÇÔÍÑÅÑ ÊÐÂÚÇÐËâ acr, ÕÑ ËÐ×Îâ-
ÙËâ ÒÓÑÆÑÎÉÂÇÕÔâ ÐÇÑÅÓÂÐËÚÇÐÐÑ ÄÑ ÄÔÇÏ ÑÃÝÇÏÇ
�q4 ri 4 r <1�, ÄÒÎÑÕß ÆÑ ÑÃÓÂÊÑÄÂÐËâ ÄÐÇÛÐÇÅÑ ÅÑÓË-
ÊÑÐÕÂ V 2�r� � 1. ©ÐÂÚÇÐËÇ acr ÐÂØÑÆËÕÔâ ËÊ ÖÔÎÑÄËâ
ÏÂÍÔËÏÖÏÂ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a, ÒÑÎÖÚÇÐÐÑÅÑ
ÒÓËÓÂÄÐËÄÂÐËÇÏ ÐÖÎá ÄÕÑÓÑÅÑ ÏÐÑÉËÕÇÎâ (Ä ÍÄÂÆÓÂÕ-
ÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ) ÄÞÓÂÉÇÐËâ (34):

acr � max

�
3~q 4�1ÿ ~r�~r 2
1� ~r� ~r 2~q 3

�
� 0;22 ; ~r � ri

r
; ~q � q

ri
: �36�

±ÓË ÊÐÂÚÇÐËâØ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a < acr ÄÑÊÐËÍÂÇÕ ÖÚÂÔÕÑÍ, ÐÂ
ÍÑÕÑÓÑÏ ÓÂÊÆÖÄÂÐËÇ ÑÔÕÂÐÂÄÎËÄÂÇÕÔâ. ¿ÕÑÕ ÖÚÂÔÕÑÍ
ÐÂÚËÐÂÇÕ ÒÑâÄÎâÕßÔâ ÐÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÇ Ë ÒÑ ÏÇÓÇ ÖÏÇÐßÛÇ-
ÐËâ ÒÂÓÂÏÇÕÓÂ a ÓÂÔÛËÓâÇÕÔâ Ä ÔÕÑÓÑÐÖ ÃoÂ ÎßÛËØ ÐÂÚÂÎß-
ÐÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ ÓÂÆËÖÔÂ ri.

±ÓË r=ri !1 ËÐ×ÎâÙËâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ àÍÔÒÑÐÇÐÙËÂÎßÐÑ:
r / exp�t ���������

L=3
p �.

¥Îâ ×ÖÐÍÙËË r 0 ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÄÞÓÂÉÇÐËÇ Ä ÍÄÂÆÓÂÕÖ-
ÓÂØ (ÔÏ. ÒÓËÎÑÉÇÐËÇ III):

r 0 � 1� �����������
rÿ ri
p

exp

�
ÿ
� r

ri

P2�x� dx
�� r

ri

Q2�r� ÿ P2�r������������
rÿ ri
p �

� exp

�� r

ri

P2�x� dx
�
dr ;

P2 �
r 2i =�2r 2� ÿ r 2i �rÿ ri�=r 3 ÿ a=2

�
1ÿ q 3=�r 2ri�

�
ÿr 2i �rÿ ri�=r2 � a

�
r� ri � q 3=�rri�

� ;

Q2 ÿ P2�
a��r� ri�

�
ri�rÿ ri�=r 3ÿ aq 3=�2r 2r 2i �

�
ÿr 2i �rÿ ri�=r 2 � a

�
r� ri � q 3=�rri�

� : �37�

8

6

4

4

3

3

5

7
1

1
2

2

2

2

2

2

2

2

2
2

2
1

1

1

1

1

11
1

6

2

0

t

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0
ri

²ËÔÖÐÑÍ. ¥ËÂÅÓÂÏÏÞ t �ri�: 1ì ÆÎâ ÔÄÇÕÑÄÞØ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ, 2ì ÆÎâ
r � const, 3 ì ÆÎâ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ ÄËÆËÏÑÔÕË Ë ÄÐÖÕÓÇÐÐÇÅÑ ÅÑÓËÊÑÐÕÂ,
4 ì ÆÎâ ÒÓÇÆÇÎßÐÑÅÑ ÄÓÇÏÇÐË ÑÔÕÂÐÑÄÍË, 5 ì ÆÎâ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ r � q,
6ìÆÎâ ÏÑÏÇÐÕÂ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÔÑÔÇÆÐËØ ÔÎÑÇÄ ÒÞÎË, 7ìÊÂÄËÔËÏÑÔÕß
s�ri� � 0;7�ri=qÿ 1� exp �2ÿ ri=q� ì ÏÂÔÛÕÂÃ ÆÎâ ÄÇÎËÚËÐÞ s ÒÑ
ÄÇÓÕËÍÂÎßÐÑÌ ÑÔË ÔÑÄÒÂÆÂÇÕ Ô ÏÂÔÛÕÂÃÑÏ ÄÓÇÏÇÐË t.
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¢ÎÂÅÑÆÂÓâ àÕÑÏÖ ÄÞÓÂÉÇÐËá ÏÑÉÐÑ ÐÂÌÕË ÑÃÎÂÔÕË, Ä
ÍÑÕÑÓÞØ ËÐ×ÎâÙËâ ÒÓÑËÔØÑÆËÕ ÃÇÊ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÔÎÑÇÄ
ÒÞÎË.

7. ³ÕÂÕËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÒÓË ÐÂÎËÚËË L-ÚÎÇÐÂ;
ÏÑÆÇÎß ®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÑÌ

±ÞÎß Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ ÏÂÔÔÑÌ, ËÊÃÞÕÑÚÐÂâ ÒÑ ÑÕÐÑÛÇ-
ÐËá Í ed, ÖÔÍÑÓâÇÕÔâ Í ÙÇÐÕÓÖ Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ (ÃÇÊ
L-ÚÎÇÐÂ). L-ÚÎÇÐ ÃÇÊ ËÊÃÞÕÑÚÐÑÌ ÒÞÎË ÒÓËÄÑÆËÕ Í
ÓÂÊÆÖÄÂáÜÇÏÖÔâ ÓÇÛÇÐËá Ä ÐÂÚÂÎßÐÞÌ ÏÑÏÇÐÕ
(ÔÏ. (24)). ¯Â ÅÑÓÎÑÄËÐÇ ¬¯ ÒÑÕÇÐÙËÂÎ s � 0, Â L-ÚÎÇÐ
ÐÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÇ ÆÂÇÕ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÄÍÎÂÆ Ä ÖÔÍÑÓÇÐËÇ ÏÂÕÇÓËË.
³ÍÑÏÒÇÐÔËÓÑÄÂÕß àÕÑÕ ÄÍÎÂÆ ÐÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÇ (Ë ÄÃÎËÊË ÐÇÇ)
ÐÇÚÇÏ (ÔÏ. (6)) ÒÓË r; t � r; tt � 0 Ë r � q. ´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ,
ÔÕÂÕËÚÐÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ¬¯ Ô ÓÂÆËÖÔÑÏ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ
r0 � q Ë L-ÚÎÇÐÑÏ ÐÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ.

´ÇÏ ÐÇ ÏÇÐÇÇ ÕÂÍÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÆÎâ ¬¯ Ô L-
ÚÎÇÐÑÏ Ë r0 6� q. ¿ÕÑ ÔÕÂÕËÚÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ ÎÇÅÍÑ ÒÑÎÖÚËÕß
ËÊ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ (5), (6) Ë (8) (ÒÓË ÖÔÎÑÄËâØ r; t � 0 Ë r; tt � 0).

®ÇÕÓËÍÂ ÔÕÂÕËÚÐÑÌ ¬¯ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ ÄÞÓÂÉÇÐËÇÏ (1)
Ô ÖÚÇÕÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ÕÇÒÇÓß r 2�R� 6� q 2 � R 2.

ªÊ (6) ÒÑÎÖÚÂÇÏ r 2;R � 1ÿ q 2=r 2 ÿ Lr 2 Ë ÎÇÅÍÑ ÐÂØÑ-
ÆËÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ ÓÂÆËÖÔÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ r0:

Lr 40 ÿ r 20 � q 2 � 0 ) r 20 �
1ÿ

�������������������
1ÿ 4Lq 2

p
2L

!

! q 2�1� Lq 2� pri Lq 2 ! 0 ; �38�
Â ÕÂÍÉÇ ÊÂÄËÔËÏÑÔÕß r�R�:

r 2�R� � 1ÿ
�������������������
1ÿ 4Lq 2

p
cos�2 ����

L
p

R�
2L

: �39�

²ÂÔÒÓÇÆÇÎÇÐËÇ e ÆÎâ àÕÑÅÑ ÓÇÛÇÐËâ ÑÒÓÇÆÇÎâÇÕÔâ 7 ËÊ
(5):

e � L
4p
ÿ q 2

4pr 4
: �40�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÔÕÂÕËÚÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË Ô L-ÚÎÇÐÑÏ ÓÂÆËÖÔ
ÅÑÓÎÑÄËÐÞ Ë ÒÎÑÕÐÑÔÕß ÒÞÎË ÑÍÂÊÞÄÂáÕÔâ ÃÑÎßÛÇ, ÚÇÏ
ÃÇÊ L-ÚÎÇÐÂ.

±ÑÎÐÂâ ÒÎÑÕÐÑÔÕß àÐÇÓÅËË Ä ÔÕÂÕËÚÐÑÏ ÓÇÛÇÐËË Ô L-
ÚÎÇÐÑÏ ÓÂÄÐÂ:

Tt
t �

3L
8p
ÿ q 2

8pr 4
: �41�

µÔÎÑÄËÇ ÐÇÑÕÓËÙÂÕÇÎßÐÑÔÕË ÄÇÎËÚËÐÞ Tt
t ÄÑ ÄÔÇÏ ÒÓÑ-

ÔÕÓÂÐÔÕÄÇ (ÒÓË r5 r0) ËÏÇÇÕ ÄËÆ

Tt
t 5 0 pri a � Lq 2 5

3

16
: �42�

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, Ä ÒÓËÔÖÕÔÕÄËË L-ÚÎÇÐÂ ÏÑÅÖÕ ÃÞÕß
ÐÂÌÆÇÐÞ ÓÇÛÇÐËâ ÆÎâ ÍÓÑÕÑÄÞØ ÐÑÓ Ô ÒÑÎÑÉËÕÇÎßÐÑÌ
ÒÎÑÕÐÑÔÕßá ÒÑÎÐÑÌ àÐÇÓÅËË.

ªÊ (39) ÏÑÉÐÑ ÒÑÎÖÚËÕß ÏÂÍÔËÏÂÎßÐÑ-ÆÑÒÖÔÕËÏÞÌ
ÓÂÆËÖÔ ÔÕÂÕËÚÐÑÌ ÏÇÕÓËÍË Ô L-ÚÎÇÐÑÏ:

r 2max �
1�

�������������������
1ÿ 4Lq 2

p
2L

! 1

L
pri Lq 2 ! 0 : �43�

©Â àÕËÏ ÓÂÆËÖÔÑÏ £ÔÇÎÇÐÐÂâ ÑÒâÕß ÐÂÚËÐÂÇÕ ÔÖÉÂÕßÔâ ÆÑ
ÐÑÄÑÌ ÅÑÓÎÑÄËÐÞ.

²ÇÛÇÐËÇ (39) ÑÒËÔÞÄÂÇÕ ÔÕÂÕËÚÐÖá ®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐ-
ÐÖá (Multiverse) Ô ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÞÏ ÚËÔÎÑÏ ÅÑÓÎÑÄËÐ. ±ÓË
ÑÕÔÖÕÔÕÄËË ÊÂÓâÆÂ �q � 0� àÕÑ ÓÇÛÇÐËÇ ÑÍÂÊÞÄÂÇÕÔâ
ÍÑÔÏÑÎÑÅËÚÇÔÍËÏ ÓÇÛÇÐËÇÏ ÃÇÊ ÍÓÑÕÑÄÑÌ ÐÑÓÞ, ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄÖáÜËÏ ÊÂÍÓÞÕÑÌ ËÊÑÕÓÑÒÐÑÌ ÏÑÆÇÎË £ÔÇÎÇÐÐÑÌ
(ÔÏ. [31, æ 112]).

±ÓË ËÊÃÞÕÍÇ (ËÎË ÐÇÆÑÔÕÂÕÍÇ) ÒÞÎÇÄÑÌ ÚÂÔÕË ÒÎÑÕÐÑ-
ÔÕË àÐÇÓÅËË ËÎË L-ÚÎÇÐÂ ÑÕÐÑÔËÕÇÎßÐÑ (40), ÐÂÌÆÇÐÐÑÇ
ÓÇÛÇÐËÇ ÆÎâ ®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÑÌ ÔÕÂÐÑÄËÕÔâ ÆËÐÂÏËÚÇ-
ÔÍËÏ. ¦ÅÑ ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍÑÇ ËÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÊÂÕÓÖÆÐÇÐÑ ÐÇÑÃ-
ØÑÆËÏÑÔÕßá ÓÇÛÇÐËâ ÂÎÅÇÃÓÂËÚÇÔÍÑÅÑ ÖÓÂÄÐÇÐËâ 4-Ì
ÔÕÇÒÇÐË Ë ÄÞÚËÔÎÇÐËâ ÍÄÂÆÓÂÕÖÓÞ ÕËÒÂ (37) ÆÎâ ÑÒÓÇÆÇ-
ÎÇÐËâ ÏÑÏÇÐÕÂ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÔÎÑÇÄ ÒÞÎË.

8. ©ÂÍÎáÚÇÐËÇ

£ ÆÂÐÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ ÏÞ ÑÃÑÃÜËÎË Ë ÓÂÊÄËÎË ÏÇÕÑÆËÍÖ,
ÒÓÇÆÎÑÉÇÐÐÖá ÓÂÐÇÇ Ä ÓÂÃÑÕÂØ [20 ë 23, 25], Ë ÒÓËÏÇ-
ÐËÎË ÇÇ Í ÐÑÄÞÏ ÒÓÑÃÎÇÏÂÏ ÔÑÄÓÇÏÇÐÐÑÌ ÍÑÔÏÑÎÑÅËË.
®Þ ÐÂÛÎË ÂÐÂÎËÕËÚÇÔÍËÇ ÓÇÛÇÐËâ ÖÓÂÄÐÇÐËÌ °´°,
ÑÒËÔÞÄÂáÜËÇ ÆËÐÂÏËÍÖ ÏÑÆÇÎË "ÒÓÑØÑÆËÏÑÌ" ÍÓÑ-
ÕÑÄÑÌ ÐÑÓÞ Ë ÒÓÑÂÐÂÎËÊËÓÑÄÂÎË àÕË ÓÇÛÇÐËâ. ±ÓËÄÇ-
ÆÇÐÐÞÇ ÓÇÛÇÐËâ ÒÑÎÖÚÇÐÞ ÄÒÇÓÄÞÇ. ±ÑÆÚÇÓÍÐÇÏ ÄÂÉ-
ÐÑÔÕß ÒÑÎÖÚÇÐÐÞØ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÑÄ ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÑÃÜËØ
ÔÄÑÌÔÕÄ "ÒÓÑØÑÆËÏÞØ" ÍÓÑÕÑÄÞØ ÐÑÓ. ±ÑÎÖÚÇÐÑ ÕÂÍÉÇ
ÓÇÛÇÐËÇ, ÑÒËÔÞÄÂáÜÇÇ Ô×ÇÓËÚÇÔÍË-ÔËÏÏÇÕÓËÚÐÖá
ÏÑÆÇÎß ®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÑÌ. ®Þ ÐÇ ÍÂÔÂÎËÔß ÊÆÇÔß ÂÐÂ-
ÎËÊÂ ÔÄÑÌÔÕÄ ÅÇÑÆÇÊËÚÇÔÍËØ, ÑÒËÔÞÄÂáÜËØ ÆÄËÉÇÐËÇ
ÚÂÔÕËÙ Ë ÆÓÖÅÑÌ ÏÂÕÇÓËË (àÐÇÓÅËË, ËÐ×ÑÓÏÂÙËË)
ÔÍÄÑÊß ÍÓÑÕÑÄÖá ÐÑÓÖ Ë Ä ÇÇ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË. ¿ÕË ÒÓÑÃ-
ÎÇÏÞ, ÄÂÉÐÞÇ, Ä ÒÇÓÄÖá ÑÚÇÓÇÆß, ÆÎâ ÂÐÂÎËÊÂ ÄÑÊÏÑÉ-
ÐÞØ ÐÂÃÎáÆÂÕÇÎßÐÞØ ÒÓÑâÄÎÇÐËÌ ÒÑÆÑÃÐÞØ ÑÃÝÇÍÕÑÄ,
ÓÂÔÔÏÂÕÓËÄÂáÕÔâ ÐÂÏË Ä ÑÕÆÇÎßÐÑÌ ÔÕÂÕßÇ (ÔÏ., ÐÂÒÓË-
ÏÇÓ, [11]).

£ ÊÂÍÎáÚÇÐËÇ ÔÆÇÎÂÇÏ ÊÂÏÇÚÂÐËÇ, ÍÂÔÂáÜÇÇÔâ ÕÇÓ-
ÏËÐÂ "®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÂâ". ¿ÕÑÕ ÕÇÓÏËÐ ÒÓËÏÇÐâÇÕÔâ Ä
×ËÊËÍÇ Ë ÍÑÔÏÑÎÑÅËË Ä ÆÄÖØ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÔÏÞÔÎÂØ.

£Ñ-ÒÇÓÄÞØ, ÒÑÆ àÕËÏ ÕÇÓÏËÐÑÏ ÒÑÆÓÂÊÖÏÇÄÂÇÕÔâ
ÄÑÊÏÑÉÐÑÔÕß ÒÂÓÂÎÎÇÎßÐÑÅÑ ÔÖÜÇÔÕÄÑÄÂÐËâ ÏÐÑÅËØ ËÎË
ÆÂÉÇ ÃÇÔÍÑÐÇÚÐÑÅÑ ÚËÔÎÂ ÓÂÊÎËÚÐÞØ ®ËÓÑÄ, ÄÑÊÏÑÉÐÑ,
ÄÑÊÐËÍÛËØ ËÊ ÍÄÂÐÕÑÄÑÅÑ ÄÂÍÖÖÏÂ (Ä ÐÇÍÑÕÑÓÑÏ ÔÏÞÔÎÇ Ä
ÓÂÊÐÞØ ÏÇÔÕÂØ Ë Ä ÓÂÊÐÑÇ ÄÓÇÏâ). ªÏÇÐÐÑ Ä ÕÂÍÑÏ ÔÏÞÔÎÇ
àÕÑÕ ÕÇÓÏËÐ ÖÒÑÕÓÇÃÎâÇÕÔâ Ä ÆÂÐÐÑÌ ÓÂÃÑÕÇ.

£Ñ-ÄÕÑÓÞØ, ÒÑÆ àÕËÏ ÕÇÓÏËÐÑÏ ËÐÑÅÆÂ ÒÑÐËÏÂÇÕÔâ
ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÓÂÊÎËÚÐÞØ ÓÇÂÎßÐÑÔÕÇÌ Ä àÄÇÓÇÕÑÄÔÍÑÌ
ËÐÕÇÓÒÓÇÕÂÙËË ÍÄÂÐÕÑÄÑÌ ÏÇØÂÐËÍË. ªÔÒÑÎßÊÑÄÂÐËÇ
ÑÆÐÑÅÑ ÕÇÓÏËÐÂ ÆÎâ ÓÂÊÐÞØ ÒÑÐâÕËÌ ËÐÑÅÆÂ ÄÇÆÇÕ Í
ÒÖÕÂÐËÙÇ. ¯Â ÐÂÛ ÄÊÅÎâÆ, ÔÎÇÆÖÇÕ ËÔÒÑÎßÊÑÄÂÕß ÓÂÊÐÞÇ
ÐÂÊÄÂÐËâ ÆÎâ àÕËØ ÓÂÊÐÞØ ÒÑÐâÕËÌ. ®Þ ÒÓÇÆÎÂÅÂÇÏ
ÔÑØÓÂÐËÕß ÕÇÓÏËÐ "®ÖÎßÕËÄÔÇÎÇÐÐÂâ" Ä ÍÑÔÏÑÎÑÅËË, Â
ÔÑÄÑÍÖÒÐÑÔÕß ÏËÓÑÄ Ä ÕÓÂÍÕÑÄÍÇ ¿ÄÇÓÇÕÂ (ÒÑ ÒÓÇÆÎÑÉÇ-
ÐËá®.¢.®ÇÐÔÍÑÅÑ) ÐÂÊÞÄÂÕß "¡ÎßÕÇÓÄÇÓÔ", ËÏÇâ Ä ÄËÆÖ
ÓÂÊÎËÚÐÞÇ ÍÎÂÔÔËÚÇÔÍËÇ ÂÎßÕÇÓÐÂÕËÄÞ àÄÇÓÇÕÑÄÔÍÑÅÑ
ÏËÓÂ.

¢ÎÂÅÑÆÂÓÐÑÔÕË. ®Þ ÃÎÂÅÑÆÂÓÐÞ ÔÑÕÓÖÆÐËÍÂÏ ÑÕÆÇÎÂ
ÕÇÑÓÇÕËÚÇÔÍÑÌ ÂÔÕÓÑ×ËÊËÍË ¶ª¡¯ ÊÂ ÑÃÔÖÉÆÇÐËâ.
²ÂÃÑÕÂ ÒÑÆÆÇÓÉÂÐÂ ²¶¶ª, ÍÑÆÞ ÒÓÑÇÍÕÑÄ: 07-02-01128-Â,
08-02-00090-Â, ÐÂÖÚÐÞÏË ÛÍÑÎÂÏË ¯º-626.2008.2, ¯º-
2469.2008.2 Ë ÒÓÑÅÓÂÏÏÑÌ ²¡¯ "±ÓÑËÔØÑÉÆÇÐËÇ Ë àÄÑ-
ÎáÙËâ ÊÄÇÊÆ Ë ÅÂÎÂÍÕËÍ 2008".

7 ±ÓË àÕÑÏ ÐÇÆÑÔÕÂáÜÂâ ÄÇÎËÚËÐÂ r;RR � q 2=r 3 ÿ Lr ÏÑÉÇÕ ÃÞÕß
ÒÑÎÖÚÇÐÂ ËÊ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (8) ËÎË ÒÓâÏÞÏ ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÑÄÂÐËÇÏ ÄÞÓÂ-
ÉÇÐËâ (39).
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9. ±ÓËÎÑÉÇÐËâ

I. ¯ÂÚÂÎßÐÞÇ ÖÔÎÑÄËâ Ô ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá
¯Â ÅÑÓÎÑÄËÐÇ ¬¯ Ä ÄÞÓÂÉÇÐËË ÆÎâ V 2 (26) ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß ÕËÒÂ 0=0. ¥Îâ ÕÑÅÑ ÚÕÑÃÞ ÖÔÕÓÂÐËÕß
àÕÖ ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕß, ÕÓÇÃÖÇÕÔâ ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÕß ÏÑÆÇÎß Ô
ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕßá ÏÂÕÇÓËË. £ÄÇÆÇÏ ÑÃÑ-
ÊÐÂÚÇÐËâ:

1ÿ q

ri
� a ;

ri
r
ÿ 1 � b ; r 2; t

���
�t�0�
� g : �44�

³ÚËÕÂÇÏ, ÚÕÑ L � 0. £ÞÒËÛÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËâ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËÌ
F1 Ë F2 Ô ÖÚÇÕÑÏ ÕÑÅÑ, ÚÕÑ g 6� 0 (ÔÏ. (15) Ë (12)
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÇÐÐÑ):

F1 � 1ÿ sÿ q 2

r 2i
� gÿ g0q

ri
; F2 � ri

�
s� 2q 2

r 2i
� g0q

ri

�
:

�45�

£ÞÒËÛÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ ÆÎâ V 2 (26) Ô ÖÚÇÕÑÏ (12) Ë
ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ÐÂÚÂÎßÐÑÌ ÔÍÑÓÑÔÕË:

V 2 �

� ÿsÿ q 2=r 2i � gÿ g0q=ri � �s� 2q 2=r 2i � g0q=ri� ri=rÿ q 2=r 2

1ÿ sÿ q 2=r 2i � gÿ g0q=ri
:

�46�

£ ÑÍÓÇÔÕÐÑÔÕË ÅÑÓÎÑÄËÐÞ ¬¯ Ë ÐÂÚÂÎßÐÑÅÑ ÏÑÏÇÐÕÂ
ÄÓÇÏÇÐË ×ÖÐÍÙËË a Ë b âÄÎâáÕÔâ ÏÂÎÞÏË ÄÇÎËÚËÐÂÏË.
ªÊ (21) Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ a ËÏÇÇÏ

s � aK ; K � 8pr 2i �ei ÿ ed� � 8pe0q 2 � 2 < 2 :

±ÇÓÇÒËÛÇÏ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (46) Ä ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ
a Ë b. ³ ÖÚÇÕÑÏ ÄÔÇØ ÒÓÇÑÃÓÂÊÑÄÂÐËÌ Ä ËÕÑÅÇ ÒÑÎÖÚËÏ

V 2 � g� g0b
gÿ g0�1ÿ a� � a�2ÿ K� !

! g0�1� b�
a�g0 � 2ÿ K� pri g! g0 : �47�

°ÕÔáÆÂ ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÖÔÎÑÄËÇÏ ÐÇÔËÐÅÖÎâÓÐÑÔÕË V 2 Ä
ÅÑÓÎÑÄËÐÇ âÄÎâÇÕÔâ ÕÓÇÃÑÄÂÐËÇ g0 � 0. ´ÑÅÆÂ

V 2 � g
g� a�2ÿ K� : �48�

£ÞÓÂÉÇÐËÇ (48) ÆÎâ V 2 âÄÎâÇÕÔâ ÓÇÅÖÎâÓÐÞÏ Ë ÎËÛÇÐÑ
ÐÇÑÒÓÇÆÇÎÇÐÐÑÔÕÇÌ ÒÓË ÖÔÎÑÄËË ÕÑÅÑ, ÚÕÑ ×ÖÐÍÙËâ g
ÔÕÓÇÏËÕÔâ Í ÐÖÎá Ä ÅÑÓÎÑÄËÐÇ ÃÞÔÕÓÇÇ, ÚÇÏ ×ÖÐÍÙËâ a.
£ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ ÐÂ ÅÑÓÎÑÄËÐÇ ÔÍÑÓÑÔÕß ËÊÏÇÐÇÐËâ ÓÂÆËÖÔÂ r
ÓÂÄÐÂ ÐÖÎá (ÍÂÍ Ë ÆÑÎÉÐÑ ÃÞÕß ÒÑ ÑÒÓÇÆÇÎÇÐËá ÅÑÓÎÑ-
ÄËÐÞ). £ ÎËÐÇÌÐÑÏ ÒÓËÃÎËÉÇÐËË ÒÑ b ×ÖÐÍÙËâ V 2 ÐÇ
ÊÂÄËÔËÕ ÑÕ ÄÓÇÏÇÐË ÄÃÎËÊË ÅÑÓÎÑÄËÐÞ.

II. ªÔÔÎÇÆÑÄÂÐËÇ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËâ ÔÑÔÇÆÐËØ ÔÎÑÇÄ
²ÂÔÔÏÑÕÓËÏ ÏÑÆÇÎß ÃÇÊ L-ÚÎÇÐÂ Ô s > 0. £ àÕÑÏ ÔÎÖÚÂÇ
ËÊÃÞÕÑÚÐÂâ ÏÂÕÇÓËâ ÃÖÆÇÕ ÍÑÎÎÂÒÔËÓÑÄÂÕß, Õ.Ç. r4 ri.

ÇÏÏÂ. £ÔÇÅÆÂ ÔÖÜÇÔÕÄÖÇÕ ÐÇÐÖÎÇÄÑÌ ËÐÕÇÓÄÂÎ ÄÓÇ-
ÏÇÐË �0; t�, ÄÐÖÕÓË ÍÑÕÑÓÑÅÑ ÒÇÓÇÔÇÚÇÐËÇ ÔÑÔÇÆÐËØ ÔÎÑÇÄ
ÑÕÔÖÕÔÕÄÖÇÕ.

ªÊ ×ÑÓÏÖÎÞ (30) ÄËÆÐÑ, ÚÕÑ ÆÎâ ÐÇÐÖÎÇÄÞØ ÊÐÂÚÇÐËÌ
ÒÑÕÇÐÙËÂÎÂ s àÕÑ ÑÚÇÄËÆÐÑ. °ÔÕÂÇÕÔâ ÇÆËÐÔÕÄÇÐÐÂâ ÕÑÚÍÂ

ì ÕÑÚÍÂ, ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ s � 0, ÆÎâ ÍÑÕÑÓÑÌ àÕÑ
ÖÕÄÇÓÉÆÇÐËÇ ÕÓÇÃÖÇÕ ÆÑÍÂÊÂÕÇÎßÔÕÄÂ.

¥ÇÕÂÎßÐÑ ËÊÖÚËÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ s! 0:

s5
q 2

r 2i
4 1 : �49�

¥ÑÒÖÔÕËÏÞÌ ÆËÂÒÂÊÑÐ ËÊÏÇÐÇÐËâ ÓÂÆËÖÔÂ (ÆÑ ÕÑÚÍË
ÑÔÕÂÐÑÄÍË) r5 q 2=�sri � q 2=ri� ÆÂÇÕ

1ÿ r

ri
4

s

s� q 2=r 2i
4

s

q 2=r 2i
5 1 : �50�

±ÑÔÎÇÆÐËÏ ÚÎÇÐÑÏ Ä (30) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß (ÒÑ ÔÓÂÄÐÇ-
ÐËá Ô ÒÓÇÆÒÑÔÎÇÆÐËÏ ì ÄÄËÆÖ ÑÕÔÖÕÔÕÄËâ ÕÂÏ Ä ÊÐÂÏÇ-
ÐÂÕÇÎÇ ÄÇÎËÚËÐÞ s). ¢ÑÎÇÇ ÆÇÕÂÎßÐÑ àÕÑ ÏÑÉÐÑ ÆÑÍÂÊÂÕß,
ÓÂÔÔÏÑÕÓÇÄ ÒÑ ÑÚÇÓÇÆË ÕÓË ÄÑÊÏÑÉÐÞØ ÄÂÓËÂÐÕÂ (ÆÓÖÅËØ
ÄÂÓËÂÐÕÑÄ ÐÇÕ) ÆÎâ ÔÑÑÕÐÑÛÇÐËâ ÚËÔÎËÕÇÎâ Ë ÊÐÂÏÇÐÂ-
ÕÇÎâ Ä ÒÑÆÍÑÓÇÐÐÑÏ ÄÞÓÂÉÇÐËË ÂÓÍÕÂÐÅÇÐÔÂ:

1:

�
s� q 2

r 2i

��
1ÿ r

ri

�
5

�
s� q 2

r 2i

�
r

ri
ÿ q 2

r 2i
:

2:

�
s� q 2

r 2i

��
1ÿ r

ri

�
�
�
s� q 2

r 2i

�
r

ri
ÿ q 2

r 2i
:

3:

�
s� q 2

r 2i

��
1ÿ r

ri

�
4

�
s� q 2

r 2i

�
r

ri
ÿ q 2

r 2i
:

´ÂÍËÏ ÑÃÓÂÊÑÏ, ÑÔÕÂÄÎââ ÅÎÂÄÐÞÇ ÚÎÇÐÞ, ÒÑÎÖÚÂÇÏ
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (30):

r 0 ! 1� �1ÿ r=ri��ÿq 22q 22ris
0�

2sq 4
� 1ÿ 2ris

0�1ÿ r=ri�
s

:

�51�
¡ÐÂÎÑÅËÚÐÑ, ÒÇÓÄÞÏ ÚÎÇÐÑÏ Ä ÒÓÂÄÑÌ ÚÂÔÕË ÄÞÓÂÉÇÐËâ
(28) ÏÑÉÐÑ ÒÓÇÐÇÃÓÇÚß (ÒÑ ÔÓÂÄÐÇÐËá ÔÑ ÄÕÑÓÞÏ),
ÑÕÔáÆÂ ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÆÎâ ÄÓÇÏÇÐË:

cos

�
tq

r 2i

�
! 1ÿ 2q 2

sr 2i

�
1ÿ r

ri

�
�)

�) r! ri � sr 3i
2q 2

�
cos

�
tq

r 2i

�
ÿ 1

�
: �52�

³ÑÒÑÔÕÂÄÎââ ÄÞÓÂÉÇÐËâ (51) Ë (52), ÒÑÎÖÚÂÇÏ ËÔÍÑÏÖá
ÂÔËÏÒÕÑÕËÍÖ ÒÓË s! 0:

r 0 ! 1ÿ 2r 3i s
0

q 2
sin2

�
tq

2r 2i

�
: �53�

¿ÕÑ Ë ÆÑÍÂÊÞÄÂÇÕ ÎÇÏÏÖ.
¬ÓÑÏÇ ÕÑÅÑ, ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (52) ÅÑÄÑÓËÕ Ñ ÅÂÓÏÑÐËÚÇÔÍÑÌ

ÆËÐÂÏËÍÇ (ÍÑÎÇÃÂÐËâØ) ÒÓË s! 0 Ë 2r 3i s
0=q 2 < 1.

III. ¬ÄÂÆÓÂÕÖÓÂ ÆÎâ r 0 Ä ÓÇÛÇÐËË Ô L-ÚÎÇÐÑÏ
¥Ë××ÇÓÇÐÙËÓÖÇÏ r2; t ÒÑ ri:

dr 2; t
dri
� 2r; tr

0
; t � 2r 2; t

dr 0

dr
�) dr 0

dr
� 1

2r 2; t

dr 2; t
dri

: �54�

±ÑÆÔÕÂÄÎââ Ä (54) ÄÞÓÂÉÇÐËÇ (34) Ë ÆË××ÇÓÇÐÙËÓÖâ ÇÅÑ
ÒÑ ri, ÒÑÎÖÚÂÇÏ ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË y�r� � r 0 ÔÎÇÆÖáÜÇÇ ÖÓÂÄ-
ÐÇÐËÇ:

dy

dr
� P�r� y � Q�r� : �55�

©ÆÇÔß ×ÖÐÍÙËË P�r� � P1�r� � P2�r� ËQ�r� � Q1�r� �Q2�r�
ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ÔÎÇÆÖáÜËÏË ÄÞÓÂÉÇÐËâÏË (ÆÎâ ÖÆÑÃÔÕÄÂ
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ÄÇÎËÚËÐÂ ri ÆÂÎÇÇ ÒÑÎÂÅÂÇÕÔâ ÓÂÄÐÑÌ ÇÆËÐËÙÇ):

P1 � ÿ1
2�rÿ 1� ;

P2 � 1=�2r 2� ÿ �rÿ 1�=r 3 ÿ �a=2��1ÿ q 3=r 2�
�1ÿ r�=r 2 � a�1� r� q 3=r� ;

Q1 � ÿ1
2�rÿ 1� ;

�56�

Q2 � 1=�2r 2� � �rÿ 1�=r 2 � �a=2��1ÿ q 3=r�
�1ÿ r�=r 2 � a�1� r� q 3=r� :

µÓÂÄÐÇÐËÇ (55) ËÏÇÇÕ ÔÕÂÐÆÂÓÕÐÑÇ ÓÇÛÇÐËÇ:

y�r� � exp

�
ÿ
� r

r1

P�x� dx
�
�

�
�� r

r2

Q�r� exp
�
�
� r

r1

P�x� dx
�
dr� C1

�
: �57�

¬ÑÐÔÕÂÐÕÞ C1, r1 Ë r2 ÑÒÓÇÆÇÎâáÕÔâ ËÊ ÐÂÚÂÎßÐÞØ
ÖÔÎÑÄËÌ. ¿ÍÔÒÑÐÇÐÕÖ ÒÇÓÇÒËÔÞÄÂÇÏ Ä ÔÎÇÆÖáÜÇÏ ÄËÆÇ
(ÒÇÓÄÑÇ ÔÎÂÅÂÇÏÑÇ Ô P1 ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ):

exp

� � r

r1

P�x� dx
�
� C2�����������

rÿ 1
p exp

� � r

1

P2�x� dx
�
: �58�

±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÚÂÔÕß ËÐÕÇÅÓÂÎÂ Ä ×ËÅÖÓÐÞØ ÔÍÑÃÍÂØ (57),
ÔÑÑÕÄÇÕÔÕÄÖáÜÂâ Q1, ÕÑÉÇ ËÐÕÇÅÓËÓÖÇÕÔâ (ÒÑ ÚÂÔÕâÏ),
ÚÕÑ ÒÓËÄÑÆËÕ Í ÔÎÇÆÖáÜÇÏÖ ÓÇÊÖÎßÕÂÕÖ:

y�r� �
�����������
rÿ 1
p

exp

�
ÿ
� r

1

P2�x� dx
�
�

�
�

1�����������
rÿ 1
p exp

�
�
� r

1

P2�x� dx
����� r

r2

ÿ

ÿ
� r

r2

P2�r������������
rÿ 1
p exp

�
�
� r

1

P2�x� dx
�
dr�

�
� r

r2

Q2�r������������
rÿ 1
p exp

�
�
� r

1

P2�x� dx
�
dr� C1

�
: �59�

±ÑÔÎÇ àÕÑÅÑ ÏÑÉÐÑ ÒÇÓÇÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÐËÉÐËÇ ÒÓÇÆÇÎÞ
ËÐÕÇÅÓËÓÑÄÂÐËâ Ë ÑÒÓÇÆÇÎËÕß ÍÑÐÔÕÂÐÕÖ C1 Ä ÔÑÑÕÄÇÕ-
ÔÕÄËË Ô ÐÂÚÂÎßÐÞÏË ÖÔÎÑÄËâÏË. ªÕÑÅÑÄÑÇ ÄÞÓÂÉÇÐËÇ
ÆÎâ ×ÖÐÍÙËË y�r� � r 0 ÒÓÇÆÔÕÂÄÎÇÐÑ Ä (37).

³ÒËÔÑÍ ÎËÕÇÓÂÕÖÓÞ
1. Hawking S W, in Black Holes and the Structure of the Universe (Eds

C Teitelboim, J Zanelli) (Singapore: World Scientific, 2000) p. 23

2. Lobo F S N Phys. Rev. D 71 084011 (2005)
3. Shinkai H, Hayward S A Phys. Rev. D 66 044005 (2002)
4. Morris M S, Thorne K S Am. J. Phys. 56 395 (1988)
5. ¯ÑÄËÍÑÄ ª ¥¨¿´¶ 95 769 (1989) [Novikov I D Sov. Phys. JETP

68 439 (1989)]
6. Novikov I D Phys. Rev. D 45 1989 (1992)
7. Hawking S W Phys. Rev. D 46 603 (1992)
8. Visser M Lorentzian Wormholes: from Einstein to Hawking (Wood-

bury, NY: AIP, 1995)
9. ºÂÙÍËÌ ¡ ¡ ¡ÔÕÓÑÐ. ÉÖÓÐ. 81 579 (2004) [Shatski|̄ A A Astron.

Rep. 48 525 (2004)]
10. ºÂÙÍËÌ ¡ ¡ ¡ÔÕÓÑÐ. ÉÖÓÐ. 84 99 (2007) [Shatski|̄ A A Astron.

Rep. 51 81 (2007)]
11. ¬ÂÓÆÂÛÇÄ ¯ ³, ¯ÑÄËÍÑÄ ª ¥, ºÂÙÍËÌ ¡ ¡ ¡ÔÕÓÑÐ. ÉÖÓÐ. 83

675 (2006) [Kardashev N S, Novikov I D, Shatskii A AAstron. Rep.
50 601 (2006)]

12. Kardashev N S, Novikov I D, Shatskiy A A Int. J. Mod. Phys. D 16
909 (2007)

13. ¯ÑÄËÍÑÄª¥, ¬ÂÓÆÂÛÇÄ¯³,ºÂÙÍËÌ¡¡µ¶¯ 177 1017 (2007)
[Novikov I D, Kardashev N S, Shatskii A A Phys. Usp. 50 965
(2007)]

14. ¹ÇÓÇÒÂÜÖÍ ¡® £ÇÔÕÐ. ®¤µ, ³ÇÓ. 3, ¶ËÊ. ¡ÔÕÓÑÐ. (2) 62 (2005)
[Cherepashchuk A MMoscow Univ. Phys. Bull. 60 (2) 74 (2005)]

15. Bronnikov K A, Starobinsky A A ±ËÔßÏÂ Ä ¨¿´¶ 85 3 (2007)
[JETP Lett. 85 1 (2007)]; gr-qc/0612032

16. Frolov V P, Novikov I D Black Hole Physics: Basic Concepts and
New Developments (Fundamental Theories of Physics, Vol. 96)
(Dordrecht: Kluver, 1998)

17. Armend�ariz-Pic�on C Phys. Rev. D 65 104010 (2002); gr-qc/0201027
18. Carr B (Ed.)Universe or Multiverse? (Cambridge: Cambridge Univ.

Press, 2007)
19. Ellis H G J. Math. Phys. 14 104 (1973)
20. Tolman R C Proc. Natl. Acad. Sci. USA 20 169 (1934)
21. ©ÇÎßÏÂÐÑÄ ¡  ¥¡¯ ³³³² 107 815 (1956) [Zel'manov A L Sov.

Phys. Dokl. 1 227 (1956)]
22. ¯ÑÄËÍÑÄ ª ¥ £ÇÔÕÐ. ®¤µ, ³ÇÓ. 3, ¶ËÊ. ¡ÔÕÓÑÐ. (5) 90 (1962)
23. ¯ÑÄËÍÑÄ ª ¥ £ÇÔÕÐ. ®¤µ, ³ÇÓ. 3, ¶ËÊ. ¡ÔÕÓÑÐ. (6) 61 (1962)
24. Oppenheimer J R, Snyder H Phys. Rev. 56 455 (1939)
25. Saibal R et al. Int. J. Mod. Phys. D 16 1745 (2007)
26. ºÂÙÍËÌ ¡ ¡, ¡ÐÆÓÇÇÄ ¡À¨¿´¶ 116 353 (1999) [Shatskii A A,

Andreev A Yu JETP 89 189 [1999)]
27. ºÂÙÍËÌ ¡ ¡ ¨¿´¶ 131 851 (2007) [Shatskii A A JETP 104 743

(2007)]
28. ¶ËÛÇÓ ª¨¿´¶ 18 636 (1948)
29. Janis A I, Newman E T, Winicour J Phys. Rev. Lett. 20 878 (1968)
30. Wyman M Phys. Rev. D 24 839 (1981)
31. ÂÐÆÂÖ  ¥, Ë×ÛËÙ ¦ ® ´ÇÑÓËâ ÒÑÎâ (®.: ¯ÂÖÍÂ, 1988)

[Translated into English: Landau L D, Lifshitz E M The Classical
Theory of Fields (Oxford: Pergamon Press, 1983)]

32. ©ÇÎßÆÑÄËÚ Á ¢, ¯ÑÄËÍÑÄ ª ¥ ²ÇÎâÕËÄËÔÕÔÍÂâ ÂÔÕÓÑ×ËÊËÍÂ
(®.: ¯ÂÖÍÂ, 1967) [Translated into English: Zel'dovich Ya B,
Novikov I D Relativistic Astrophysics Vol. 1 Stars and Relativity
(Chicago: Univ. of Chicago Press, 1971)]

Dynamic wormhole and the multi-universe model
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Russian Research Centre `Kurchatov Institute', pl. Kurchatova 1, 123182 Moscow, Russian Federation
An analytical solution methodology for general theory of relativity (GTR) equations describing the hypothetical phenomenon of
wormholes is presented and how to analyze wormholes in terms of their physical properties is discussed. An analytical solution of GTR
equations for static and dynamic wormholes of spherical symmetry is given. The dynamic solution generally describes a `traversable'
wormhole, i. e., one allowing matter, energy and information to pass through itself. It is shown how the energy-momentum tensor of
matter in awormhole can be represented in a form allowingGTR equations to be solved analytically, which is of crucial methodological
importance for analyzing the properties of the solution obtained. The energy-momentum tensor of wormhole matter is represented as a
superposition of a spherically symmetric magnetic (or electric) éeld and negative density dust matter, serving as exotic matter necessary
for a `traversable' wormhole to exist. The dynamics of the model are investigated. A similar model is considered (and analyzed in terms
of inêation) for Einstein's equations with a L term. Superposing enough dust matter, magnetic éeld and L term can produce a static
solution, which turns out to be a spherical multiple universe model with an inénite number of wormhole-connected spherical universes.
This multiple universe can have its total energy density positive everywhere in space, and in addition can be off-equilibrium (i. e.,
dynamic).
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