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§�«�®,ª«�©�«c±�¦�§�6³0,¶�½�Æiª�®�½F²;¨�®�®,¨�²4«e»�ÙG±�Ö,ª±W²4¥N®�©#±�§�±W®�ªÃ
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R(M, T )dM = R∗(T ) Î £�Ò

�®,ªÃ{¦�±�¶�µ�¨½@®,©W±�§�±�®,ªÃ	¤,¯�,¤�³0±�±�¿�§�¨�¤,±�¯W¨µ�«�½ »#ÙG§�±�³0±¶�Á
×	«�ª,¶�Ã�µ�±W®�ªÃ ×L«�¤,µ�«~¤�¯�,¤�³ê³�¨�ª�®�½~¯�,§�±�½�ªµ�±�®,ªÃ�Æ
¯�·>×	«�¯W¨µ�«�½ LS(M, τ) ´�¦�§�6³s®�ª/¨¯�¶�½�Æ Â ,ºg®,±�¿�±�ºu¯��Á
§�±�½�ªµ�±�®�ª�ÃDª±�°�±�´W¬�ª±c¤,¯�,¤6³s¨D²;¨�®�®�· M  Â iµ�9®�±�¸D¶0¨
®@ÏW¶0¨¯�µ�±�º_¦�±�®�¶�6³�±�¯�¨�ª�¶0Ã�µ�±W®�ª«S¯.²4±�²4�µ�ª.¯�§��²4,µ�«
τ ´W±�ª�®,¬�«�ª·�¯W¨�²4·�º	±�ªQ²4±�²4�µ�ª/¨N,i§�±�×c³0,µ�«�½ »��Q¥#µ�©�Á

Í «�« R(M, T ) « LS(M, τ) ±�³�µ�±�¤�µ�¨�¬�µ�±	¤�¨�³�¨�Æiªc³0«�µ0¨/Á²4«�©�¥F¦�±�¦�¥�¶�½ Í «�«	¤,¯�,¤�³L¯N§�¨�®,®�²;¨ª§�«�¯�¨�²4±�²*¦�§�«�¿�¶�«�Á
×F�µ�«�« »� ¨/¶�� ®6¶06³0¥�,ª ¤�¨/³�¨ª�Ã ²4±�³0�¶0Ã�µ�·�bÌG¥#µ�© Í «�« ´
±�¦�§�6³0,¶�½�Æ Â «�F³0«�µ�¨�²4«�©�¥=¦�±�¦�¥�¶�½ Í «�«ZÝNÞL»tÕ�¦�§�«�µ�Á
Í «�¦��´/®6¶��³0¥��ª9µ�,¤�¨�¯�«�®,«�²4±i±�¹#¨§�¨�©�ª�§�«�¤,±�¯�¨�ªÃ�¯�§��²4�Á
µ�¨_§�¨¤�¯�«�ª�«�½�«l¯�,§�±�½�ªµ�±�®,ª«�§��¨/¶0«�¤�¨ Í «�«�¦�±�³�¹�±�³�½�Á
Â «�¹{¥�®6¶0±�¯�«�º	³�¶�½�©�¨/×c³0±�°�±Q«�¤G¦��§��¹W±�³0±�¯��]¯�±�¤�µ�«�©�Á
µ�±�¯�,µ�«�½J×L«�¤,µ�« ´H¯�±�¤,µ�«�©�µ�±�¯�,µ�«�½ Í «�¯�«�¶�«�¤�¨ Í «�« ´H¦��Á
§�,¹�±�³�¨ Í «�¯�«�¶�«�¤�¨ Í «�«I¯=©#±�²;²4¥#µ�«�©�¨�ª«�¯�µ�¥WÆX®�ª/¨�³0«�ÆQ»� ±�×	µ�±�¦�±�º�ª«N Â 4³�¨¶�Ã�¸F4«N¤�¨�³s¨ªÃ�¯�,§�±�½�ªµ�±�®�ª�«N¦��Á
§�,¹�±�³0±�¯D«C¯�§��²4�µ�¨c§�¨¤�¯�«�ª�«�½A±�ª�³0,¶�Ã�µ�±D³�¶�½C©�¨/×c³0±�º
«�¤DÌN¨�¤kÖ�¯�±�¶�Æ Í «�«C¿�«�±�®�ÌG,§�·]ÎmÙN¨µ�±�¯�´�Ú�Û�ÛWÜ¨ Ò »���³�µ�¨/Á
©#±J¯Vª,±�§�«�Æ ®�±�±�ª¯�,ª�®,ª¯�¥#Æ Â «�.§�¨�®�¦�§��³0�¶0,µ�«�½Àµ�
¯¹W±�³�½�ª.¦�±S±�ª,³��¶�Ã�µ�±�®,ª« »ÅÙG§�± Â M±�¹#¨§�¨�©�ª�§�«�¤,±�¯�¨�ªÃ
®�§0¨¤,¥Q¯��®,Ã9¦�§�± Í �®,®H§�¨�¤,¯�«�ª«�½ ´/¤�¨�¯��§�¸F¨�Æ Â «�º�®�½Q©#±�²xÁ
²4¥#µ�«�©�¨ª�«�¯�µ�±�ºzÌN¨�¤,±�º Í «�¯�«�¶�«�¤�¨ Í «�«e´tµ�¨�¬�«�µ�¨½z®L²4±Á
²4,µ�ª�¨G±�¿�§�¨�¤,±�¯�¨µ�«�½N¤,¯��¤6³0·_«Lµ�H³0�¶�½c�°,±Gµ�¨k±�ª�³0,¶�ÃÁ
µ�·�=ÌN¨�¤,·N»��Åª±S²4±�×	µ�±S®�³0,¶0¨ª�Ã.®@¦�±�²4± Â Ã�Æê6³�«�µ�Á
®�ª�¯�,µ�µ�±�ºAÌG¥#µ�© Í «�« B(M, τ) ´W³s¨Æ Â ,º{¦�¶�±�ªµ�±�®�ª�ÃQ¯�,Á§�±�½�ªµ�±�®�ª�«N¯�±�¤�µ�«�©�µ�±�¯��µ�«�½NÝNÞ_®,¦�¥�®,ª�½G¯�§��²x½ τ ¦�±W®6¶�¯�±�¤,µ�«�©�µ�±�¯�,µ�«�½*¦�§�±�«�¤,¯�±¶�Ã�µ�±�ºz¤,¯��¤6³0·]®	²;¨�®�®�±�º M »
ÓG±�§0²4«�§�±�¯�©�¨FÌG¥#µ�© Í «�« B(M, τ)∫

B(M, τ)dτ = α(M) Î�� Ò
³�¨�,ªM¯��§�±�½�ªµ�±W®�ªÃM§��¨/¶0«�¤�¨ Í «�«I¥Z¤,¯��¤6³0·`²;¨�®,®�±�º M¥�®�¶�±�¯�«�º ´#¦�±�³�¹W±�³�½ Â «�¹F³0¶�½�¯�±�¤�µ�«�©�µ�±�¯��µ�«�½CÝNÞL»��Åª±
¤,µ0¨�¬�«�ª�´G¬�ª±�¦�§�«^±�¬�,µ�Ãg¿�±�¶�Ã�¸F±�²Ø¯�§��²4,µ�«^×	«�¤,µ�«
¤,¯�,¤�³0·]ÝNÞX¯�±�¤,µ�«�©�µ�,ª�¹W±�ª�½Z¿�· ©#±�°�³�¨/Á�µ�«�¿�¥,³�Ã@®L¯��Á
§�±�½�ªµ�±�®�ª�Ã�Æ α(M) » � ±�²4,µ�ª_¦��§��¹W±�³�¨I©g©W±W²;²4¥#µ�«�Á
©�¨ª«�¯�µ�±�ºl®,ª�¨/³0«�«�±�¦�§�6³��¶�½��ª�®�½�³�,ª/¨/¶�½�²4«�¦�±�¯��³0�Á
µ�«�½¾ÌG¥#µ�© Í «�« B(M, τ) ¯=¤�¨�¯�«�®,«�²4±�®,ª«S±�ª=¯�§��²4,µ�«e»
Õ>¨/×	µ�±0´0¬�ª�±A¯A¯�,§�±�½�ª�µ�±�®,ª« α(M) µ�F¥#¬�ª�µzÌN¨�©�ª±�§
©#±�µ��¬�µ�±�°,±Z¯�§��²4,µ�«T×	«�¤,µ�«T¤�¯��¤6³0·N»��9¿�§�·�¯zÖ�¯�±�¶�Æ�Á
Í «�«.«�¤,Á ¤�¨�°,«�¿��¶�«Z¤,¯�,¤6³�· ¨¯�ª±�²;¨�ª«�¬��®�©�«Z¥#¬�«�ª·�¯W¨/Á
,ª�®�½S¯�¯��³0,µ�µ�±�º.¯�·�¸FCÌG¥#µ�© Í «�,ºI¯�·>×L«�¯�¨µ�«�½I¤,¯��¤�Á
³0· LS(M, τ) »rÙG±�©�¨=¦�§��³0¦�±�¶0¨°�¨�,ª�®�½ ´x¬�ª±.ÌG¥#µ�© Í «�½
B(M, τ) µ�.¤�¨�¯�«�®,«�ªS½�¯�µ�±_±�ª¾°�¨¶0¨©�ª�«�¬��®,©#±�°,±_¯�§�,Á
²4,µ�« ´�ª±T�®�ª�Ã_¥W®6¶�±�¯�«�½uÖ�¯�±¶0Æ Í «�«gµ�¨_¦�¶0¨µ�,ª/¨/¹Vµ�
²4,µ�½�Æiª�®�½ »��Åª±.²4±�×F�ª*±�©�¨�¤�¨ª�Ã�®�½.µ�,¯�,§�µ�·�²>´4«_µ�«�Á
×FH¿�¥�³0�ª9§0¨�®,®�²4±�ª§�,µ�¨k¦�§�±�ª«�¯�±�¦�±�¶�±�×	µ�¨/½D®�«�ª¥�¨ Í «�½ »
ÕH,§�±�½�ª�µ�±�®,ªÃ9§��¨/¶0«�¤�¨ Í «�«Q¦�±�³�¹�±�³�½ Â «�¹D¥�®�¶�±�¯�«�ºQ®,¬�«�Á
ª/¨�ª�®�½ ´9¯�±�±�¿ Â ¾°,±�¯�±�§W½ ´i¤�¨¯�«�®�½ Â �º�±�ª�ª�«�¦�¨g¤,¯��¤�Á
³0·N» 	 ¨�© ´�µ�¨¦�§�«�²4,§ ´�¶��°,©�«�\¤,¯�,¤�³0·I±�¿�¶0¨�³�¨�Æiª�¤�µ�¨�¬�«�Á
ª,¶�Ã�µ�±@¿�±¶��F¥#¤,©#±�º! �¤�±�µ�±�º=×	«�¤�µ�«#"�´ ¬��²�¿�±¶��Fª�½�Á
×F,¶�·��´/¬�ª±G¥#²4�µ�Ã�¸c¨�ª9¯��¶�«�¬�«�µ�¥ α » � µ�±�°,«�>¤,¯�,¤�³0·¦�±�¤6³0µ�«�¹J®,¦�,©�ª�§�¨/¶�Ã�µ�·>¹J©�¶0¨�®�®�±�¯S¦�§�±�½�¯�¶�½�ÆiªI¯W®�¦�·>Á
¸Q�¬�µ�¥#Æb¨©�ª«�¯�µ�±�®�ª�Ã�´rª/¨©�×F@¯��³0¥ Â ¥#Æ~©J¥#²4�µ�Ã�¸F�Á
µ�«�Æ α ´�«@ª�»#³7»� ¶�«�ª,¶�Ã�µ�±�®�ª�ÃS©#±�²;²4¥#µ�«�©�¨ª�«�¯�µ�±�º�ÌN¨¤�·XÖ�¯�±�¶�Æ�Á
Í «�«�ÝNÞl¤�¨�³s¨,ª�®�½AÌG¥Wµ�© Í «��º LC(M, ω) ´W©#±�ª±�§�¨/½L³s¨/Á,ªM¯�,§�±�½�ª�µ�±�®,ªÃ=®�±�¹�§�¨�µ�,µ�«�½z©#±�²;²4¥#µ�«�©�¨�ª«�¯�µ�±�ºIÌN¨/Á
¤,·b®,¦�¥�®,ª�½u¯�§��²x½ ω ¦�±�®�¶�*�*¯�±�¤,µ�«�©�µ�±�¯�,µ�«�½ »$�Åª±
³0±W®�ª/¨ª±�¬�µ�±G¦�§�±�«�¤,¯�±¶�Ã�µ�¨/½LÌG¥#µ�© Í «�½ ´�²4±�µ�±�ª±�µ�µ�±N¦�¨/Á
³�¨�Æ Â ¨½{±�ªc6³0«�µ�« Í ·J³�±Fµ�¥�¶�½�¦�§�« ω → ∞ ¦�§�«�©�¨/×LÁ



%&%(' )+*-,/.0

1�2�35476�89�:76�;�; M <�=?> :�3�@ ω A&B 1�:(3C6�8&47DFEG8&H-IKJ > 2GL7H-2E&2G4 > 8GLMH-2�3ON�;�EG;QP�;�4�8-N�;�; <R 2GL7H-2@�6�;�:$J�2GJ B P�@�N�;�;S4(E&:74M1T6�81�2U2&J�;�LMDFE�8-H-IUH�8�VW�;�352 A&> 8-472�3$X&9�H&2 A DYX�476�8�@Z:7[(2+E�6�:7W�2&H-2 > DF\]3�2�3�:76�HE > :(3�:76�;#X�3�2^S6�2 A D$P�2T:7[(2T2�1�6�2&4(6�89�6�2_J > :M1/LMWQ8-4�8-H-IE AGB 1 B�` :(3 <�a H-;�3bH > : A 2&E�8-6�;�@�3 B 1/2&E-P�:7H-EG2 > @�:7H+2GJ�;QVL78&6�;�:cJ�2&J B P�@�N�;�;b4(E&:74M1ed B 6�W�N�;�:7\ nS(M, τ, T ) X�4�8�V1/8&f ` :(\_J�P�2&H-6�2GLMH&I > 8&L7J > :g1/:MP�:(6�;Q@_4(E&:(4g1ZJ�2U;QhK3i8GLgVL78G3 M ;jE&2G4 > 8GLMH�8&3 τ E_4�8-EG;�LM;�3�2�LMH-;c2&HK[M8�P�8&W�H-;�9�:MVLMW�2G[72kE > :(3�:(6�; T <&l 6�8m6�2 > 3�; >�B :(H&Ln@�H�8-W�;�3o2 A&> 8&472G3$X9�H-2k;�6�H-:([ > 8-P�J�2FEGL7:(3p3i8&L(L78G3c;YE�LM:�3cEG2&4 > 8&L7H8G3S1q8-:7HJ�2&P�6�2&:UW�2-P�;�9�:(L7H-E&2K47EG:74M1pES3�2G3�:(6�H T r
NS(T ) =

∫ ∞

0

dM

∫ T

0

dτ nS(M, τ, T ). sut&v
w 6�8-P�2&[(;�9�6�2�XG1�P�@cH&2&[72_9�H-2 A DxJ > :g1/L7W�8&4(8&H-IKL B 1�I-V

A&B W�8-^K1�2&\yN�;�EG;QP�;�4�8-N�;�;�X#6 B ^S6�2z476�8&H-Ip:7:SEG2&4 > 8&LMHXLM9�;�H�8�@{2GH|6�89�8�P�8|W�2G3i3 B 6�;�WQ8&H-;�E&6�2&\{dY8&47DYXSEG2&4MV
> 8GLMH}4(E&:(4g1�D~E�3�2G3�:(6�H�EG2&4(6�;�W�6�2GE&:(6�;Q@�N�;�EG;QP�;�4�8�V
N�;�;�;�J > 2�1�2-P�^T;�H-:MP�IG6�2GL7H-I{^T;�476�;��7H-2G\�4(E&:(4g1�D <
s�� 2�3i3 B 6�;�WQ8-H-;�E&6�8-@�dY8-4�8C3�2^K:7H!4(8&W�2&6�9�;�H-IGLn@�P�;QV
A 2�J�2�E&6 B H > :76�6�;�3�J > ;�9�;�6�8&3$XjP�; A 2�E > :(4 B P�I�H�8�VH-:S[(; A :7P�;�47E&:(4g1�D vM<�� :7H >�B 1�6�2�J�2G6Q@�H-I�X#9�H-2zJ�2GJ B P�@QVN�;Q@TN�;�EG;QP�;�4�8-N�;�\KJ�2-P�6�2�LMH-IGf!2&J�;�L7DFEG8&:7H&Ln@Td B 6�W�N�;QV:7\ nC(M, τ, ω, T ) XQ1/8&f ` :7\zW�2-P�;�9�:(L7H-E&2ZW�2�3i3 B 6�;�WQ8�VH-;�EG6�D$hzN�;�EG;QP�;�4�8-N�;�\z2GW�2-P�2Z4(E&:(4g1�L�3i8GL7L72&\ M X/J�2-V
@�E&;�E&��;�h�Ln@�EbEG2&4 > 8&LMH&: τ 4(E&:74M1�D�;};�3�:7f ` ;Qh�L72 A VLMH&E&:76�6�DF\cEG2&4 > 8&L7H ω ES3�2G3�:76�HK[M8-P�8-W�H-;�9�:�LMW�2&[(2_E > :MV3�:76�; T <G�+B 6�W�N�;Q@S6�2 > 3�; >�B :(H&Ln@_H�8&W�;�3y2 AG> 8-4(2G3$X9�H-2;�6�H&:7[ > 8�PzJ�2TEGL7:(3e3i8&L7L(8&3b47E&:(4g1�X�J�2TEGLM:�3C3�2�3�:76�H�8G3
> 2^K1�:(6�;Q@�;yJ�2zEGLM:�3xEG2&4 > 8&LMH�8G3xN�;�EG;QP�;�4�8-N�;�\o1q8-:7HJ�2&P�6�2&:UW�2-P�;�9�:(L7H-E&2KN�;�EG;QP�;�4�8-N�;�\jES3�2�3�:76�H T r
NC(T ) =

∫ ∞

0

dM

∫ T

0

dτ

∫ T−τ

0

dω nC(M, τ, ω, T ). s��Gv
� 8&LMJ > :g1�:7P�:76�;Q@ nS(M, τ, T ) ; nC(M, τ, ω, T )J�2&P�6�2GL7H-I&f�h�8 > 8-W�H-: > ;�4 B f�HS4(8�1/89 B&<�� LgP�; > 8&L7J > :M1�:MVP�:(6�;�: nC(M, τ, ω, T ) ;�47EG:(LMH&6�2�X/H-2�Xq;�L7J�2-P�I&4 B @�LM2&2GH�V6�2G��:76�;�: s��Gv X�3�2^S6�2!6�8-\�H&; NC(T ) � W�2-P�;�9�:(L7H-E&2

�Y� Ee4(8-EG;�LM;�3�2GLMH&;}2&HCE > :�3�:76�; <�� 2^S6�2�X$E&DFJ�;�L78&ELM2G2&H-EG:7H&L7H-E B f ` ;�:p;�6�H&:7[ > 8�P�DYX�6�8-\�H&;�;e1 >�B [7;�:oJ�2-VP�:(476�DF:SEG:MP�;�9�;�6�D r#> 8GLMJ > :g1�:7P�:76�;�:SN�;�E&;�P�;�4(8&N�;�\�J�2H-;�J�8&3O4(E&:74M1�X�J�2_EG2&4 > 8&L7H8G3$XGL > :g1�6�;�\cEG2&4 > 8&L7HY;]H < 1 <� 8�1/89�8ULM2�LMH-2G;�HYE+H-2�3$XG9�H&2 A D!6�8&J�;�L(8-H-I+L7;�LMH-:�3 B W�;QV6�:(H-;�9�:�LMW�;Qh B�> 8-EG6�:76�;�\#XW�2GH-2 > D�3�J�2�1�9�;�6Q@�fkHGLn@ > 8GLgVJ > :M1�:MP�:76�;Q@ nS(M, τ, T ) ; nC(M, τ, ω, T ) XQ; > :7�_;�H-I:7: <
�#� �#��¡p¢�£�¤�¥Q¢�¦�¤�§-¨�¢�¤ ©«ª�¬Q/£�¤�£�¢�® ¯�°�¯�©�±�®«²�¢�¢

³ q¤ ³�´ ¢�¯�°�¯�©�±�®«²�¢�¢�²�¢�/¢�±�¢ ³ ¬Q²�¢�µ
� 8&L(L73�2&H > ;�3eLM6�89�8-P�8+1�E&: A 2&P�:7:UJ > 2GLMH&DF:m4�81/89�; <% <�¶UB LMH-ITET6�89�8-P�I&6�DF\j3�2�3�:76�HSE > :(3�:(6�;zLM2&4M1/8-6�2
N0

6�:(W�2&H-2 > D$hb2 AG· :7W�H-2&E�X�EG: > 2@�H-6�2GLMH&I�EGD$^T;�EG8-6�;Q@W�2&H-2 > D$hT4(81q8-6�8Yd B 6�W�N�;�:7\ P (T ) <�¸ 2&[n1q8Y2^S;�1/8-:�3�2&:

W�2-P�;�9�:(L7H-E&2Y�(H-;QhT2 A&· :7W�H-2GEUEY4(8-EG;�LM;�3�2GLMH&;K2GHYE > :�3�:MV6�;z3�:76�@�:7H&Ln@pJ�2T4(8&W�2G6 B
N(T ) = N0P (T ). sº¹-v
¶U> 2�1�;�dYdU: > :(6�N�; > 2GEG8&E{2 A :�9�8GLMH-; > 8&E&:(6�LMH-E�8 su¹&v X6�:(H >�B 1�6�2�6�8-\�H-;�X�9�H-2 N(T ) B 1�2GE-P�:(H-E&2 > @�:7H B�> 8-EG6�:MV6�;�f
dN(T )

dT
=

d ln P (T )

dT
N(T ) = −Λ(T )N(T ). s�»�v

a H-2TLM2G2&H-6�2G��:(6�;�:�@�E-P�@�:(H&Ln@Z2 A 2 A&` :76�;�:(3 B�> 8-EG6�:76�;Q@
> 8�1�;�2G8&W�H-;�EG6�2&[(2 > 8&L7J�81/8�1�P�@+LgP B 9�8-@m6�:(�7WQLMJ�2&6�:(6�N�;QV8�P�I&6�2G[72K4(8-W�2G6�8�EGD$^S;�EG8&6�;Q@ P (T ) <¼ <Q¶UB L7H-I+E_6�89�8�P�I&6�DF\]3�2�3�:76�H_E > :�3�:76�;c;�3�:MP�2GLMI
> 8GLMJ > :M1�:MP�:76�;�:z6�:7W�2&H-2 > D$hC2 A&· :(W�H-2GEyJ�2OE&2&4 > 8&L7H�8&3
n(τ, T )|T=0 = n0(τ) <�¶U> :g1�J�2-P�2^S;�3$X�9�H-2TLm6�;�3�;]6�;QV9�:([72S6�:_J > 2&;�LnhG2�1�;�HX�W > 2G3�:�L7H�8 > :(6�;Q@ <�=�> :(4 B P�I�H�8-H-:
> 8GLMJ > :M1�:MP�:76�;�: n(τ, T ) AGB 1/:7H > 8-EG6�2G3�: > 6�2�1�EG;�[M8-H-I�Ln@E&J > 8-EG2 r n(τ, T ) = n0(τ − T ) <�� :(H >�B 1�6�2 B�A :g1�;�H&IGLn@#X9�H-2Zd B 6�W�N�;Q@ n(τ, T ) B 1�2GE-P�:(H-E&2 > @�:(H B�> 8&E&6�:(6�;�f
∂n(τ, T )

∂T
= −∂n(τ, T )

∂τ
. s�½Gv

� 8&L7L(3�2&H > ;�3�H-:7J�: > I+J�2&J B P�@�N�;�fx47EG:74g1 < � 1�:�LMIY2�1�V6�2GE > :�3�:76�6�2 > 8 A 2&H�8-f�Hx2 A 8xJ > 2&N�:�L7L78�X > 8&L7L(3�2&H > :76QV6�DF:mE&DF�_:&X�J > ;�9�:�3�1�P�@]47EG:74g1zL > 8-4MP�;�9�6�D�3�;j3i8&L7L(8�V3�;]�(E&2&P�fkN�;�@]J > 2GH-:7WQ8-:(H�J�2&V > 8-476�2G3 B&<�l H&L7f?1/8�X�;�3�:7@EoEG;�1 B�s�»�v ; s�½�v XiL > 8&4 B P�:([7W�2�4(8&J�;�L(8-H-I B�> 8-E&6�:76�;�:1�P�@Od B 6�W�N�;�; nS(M, τ, T ) <�= E&:M1�@�2 A 2G476�89�:76�;�:�1�P�@P�2G[M8 > ;�dY3�;�9�:(L7W�2G\]J > 2&;�4(E&2�1�6�2G\
−ΛS(M, τ) ≡ ∂ ln LS(M, τ)

∂τ
, s %(¾ v

J > ;�E&:g1/:(3 B�> 8-E&6�:76�;�:k1�P�@ nS(M, τ, T ) WpE&;�1 B
∂nS

∂T
= −∂nS

∂τ
− ΛS(M, τ)nS . s %&% v

��B 6�W�N�;Q@ nS(M, τ, T ) B 1�2&E&P�:7H-EG2 > @�:7H¿6�89�8-P�I&6�2G3 B
B LMP�2&EG;�f
nS(M, τ, 0) = 0, s %¼ v
LM2G2&H-EG:7H&L7H-E B f ` :(3 B 2&H&L B HGLMH-EG;�f�47EG:74g1OEp6�89�8-P�:T;�LgVH-2 > ;�;zÀQ8�P�8&W�H-;�W�;#X�8KH�8-WQ^K:m[ > 8-6�;�9�6�2�3 BZB LMP�2&EG;�f
nS(M, 0, T ) = R(M, T ), s %(Á v
4(8�1/8-f ` :�3 B LMW�2 > 2GLMH&I > 2^_1/:76�;Q@!47EG:74M1 <ÃÂk> 8-E&6�:76�;�:
s %G% v EG3�:�LMH-:OLy6�89�8-P�I&6�D�3 s %�¼ v ;�[ > 8-6�;�9�6�D�3 s %(Á v
B LMP�2&EG;Q@�3�;�J�2-P�6�2GL7H-I&f�4�81/8&fkHj1�;�6�8&3�;�W B 4(E&:74M1�6�2G\J�2GJ B P�@�N�;�; <
Âk> 8&E&6�:(6�;�:$1�P�@Td B 6�W�N�;�; nC(M, τ, ω, T ) J�2-P B 9�8�V:7HGLn@�8-6�8-P�2&[(;�9�6�2 < � 8-4(6�;�N�85P�;��_IbEeH-2G3$X$9�H-2eW�2G3�V3 B 6�;�WQ8-H&;�E&6�8-@jdY8&4(8KN�;�EG;QP�;�4�8-N�;�;p4�8-E&: > �_8&:7H&Ln@]P�;QV

A 2YJ�2+:(L7H-:(L7H-E&:(6�6�D�3 s EG6 B H > :(6�6�;�3 v J > ;�9�;�6�8&3$X�4(8�1/8�VEG8&:(3�D�3CE&: > 2@�H-6�2�LMH-IGf�EGD$^S;�EG8&6�;Q@ LC(M, ω) X�P�; A 2;�47Vu4�8c[(; A :7P�;�47EG:74g1/D < R 2&2GH-E&:(H&LMH-E B f ` :(: B�> 8-E&6�:76�;�:;�3�:(:7HTE&;�1
∂nC

∂T
= −∂nC

∂ω
− [ΛC(M, ω) + ΛS(M, τ + ω)]nC . s %7' v



ÄSÅ�Æ�Ç-È�Å#É�Ê�ËÍÌ�Å/ÊUÎ&Ï&ÎGÏÐSÊÑÆ�ÅQÒoÓmÎMÔ«È�Õ-Ö�×CÄ�Ô�ÊÑØ�Ì�Ç�ÙÚÙÛÙ Ü&ÜÝ

Þ�ß�à�áMâäã&ãGàgß�à(å�æ�æ&ç�à7ã&èQß�å�æ&à�æGé&æ&ê(å�ëç�à(å�è�à
ΛC(M, ω)ß�ì�í ì�æ&îMë-ï�è�ðYñ�è�ç�à�áMò�æ&ó ô�ï�æ&è�ê(ã&æ�ß�å�æGó ðUõ�å�ò�ö�è�è

LC(M, ω) ÷Uø õ�å�ò�ö�èQí nC
õ(ß�æGã-ì�à(ù-ã&æGï�í�à7ùbå�ëç�ë�ì�âGå�æ-ú

ñ�õ�õGáMì�æ&ãGè�ûýü�ãþñ�æ�ñ�à7å�ù{æ&é&ï�ë-ê7æGãGë&å�èQí�ÿQë�ì�ë&ò�ù-è�ò�è
ö�è�ãGèQì�è�ê�ë-ö�è�ócà���àUå�àYé��$ì�æ��
nC(M, τ, ω, 0) = 0

ü Ü�Ý �
èjî7ï�ë&å�è�ç�å�æ�ñ�õ]õ�ágì�æGã&è�û
nC(M, τ, 0, T ) = nS(M, τ, T )B(M, τ),

ü Ü�� �
ô�æGò�ë&ê��Fã�ë-û��_à(ñ�õ
	-ç�ù-æKè�áMù&æ&ç�å�è�ò�æ�ñOö�è�ãGèQì�è�ê�ë-ö�è�óSí�ã-ú
ì�í�û�ù&áníoê7ãGà7êMß���èoãGà7ï�æí�ù&å�æGá7ù-âSß�æ�áMù-è�_à7å�èQí�ò�æGñiñ�õ�ú
å�è�òQë&ù-è�ã&å�æ&ózðYë-ê��}ßqë-à7ùGáníjôQì�æ&ù-å�æ�áMù-âGû ãGà7ï�æí�ù-å�æGáMù&è
B(M, τ) ÷� ï�ë&ã&å�à(å�èQí ü Ü&Ü ��	!ü Ü�� ��ã�ñ�à(á7ù-àþá{å�ëç�ë-ì�â&å���ñ�è
è�î(ï�ë-å�è�ç�å��ñ�è�õGáMì�æ&ãGèQí�ñ�è ü Ü�� ��	�ü Ü�� ��	Oü ÜÝ ��	Oü Ü�� �
ô�æ&ì�å�æGá7ù-â&û~æGô�è�á��FãGë-û�ù��7ãGæ-ì�û�ö�è�û~òQë-ò ô�æGô�õ�ì�í�ö�è�è
ê7ãGà7êMß�	�ù�ë-ò�è�ô�æ&ô�õ�ì�í�ö�è�è�ö�è�ãGèQì�è�ê�ë-ö�è�ó ÷�� òQë-ê��FãGë-úà7ùGání�	�ê(ë�ß/ëç�ë�è�ñ�à(à7ù5ô�æ-ì�å�æGàzê(ëGñ�ò�å�õ�ù-æ&à�ë-å�ë-ì�è�ù-è�ç�àMú
áMò�æGà?ï�à���à(å�è�à ÷
� ï�í�ñ�æ&óTô�æ�ß/á7ù�ë-å�æGã&ò�æ&óKñ�æ��Tå�æYô�ï�æ&ãGàMúï�è�ù&â�	�ç�ù-æoï�à���à(å�èQíOõ�ï�ë-ãGå�à7å�è�óyß�ì�í5ï�ëGáMô�ï�àgß�à7ì�à7å�è�í
nC(M, τ, ω, T )

è�ñ�à7û�ùSã&è�ß��
nC(M, τ, ω, T ) = R(M, T − τ − ω)×

LS(M, τ + ω)B(M, τ)LC(M, ω).
ü Ü � �

! ì�í+ô�æ&ì�å�æGî7ækò�æ&ì�è�ç�à�áMù-ã�ë�"$#!ô�æ&ì�õ�ç�ë-à�ñpã��Fï�ë%�_à7å�è�à��

NC(T ) =

∫ ∞

0

dM

∫ T

0

dτ

∫ T−τ

0

dω R(M, T − τ − ω)×

LS(M, τ + ω)B(M, τ)LC(M, ω).
ü Ü'& �

( è�ß�å�æ�	qç�ù-æjò�æ&ì�è�ç�à�áMù-ãGæ]ö�è�ã&èQì�è�ê(ë-ö�è�ó�í�ã&ì�í�à7ù&áníoì�èQú
å�à(ó�å��ñoðUõ�å�ò�ö�è�æ&å�ë�ì�æ�ñzæ&ùUðUõ�å�ò�ö�è�è

R(M, T )
	ê(ëßqë�ú

û��_à7ó�á7ò�æ&ï�æ�áMù-â�ê(ã&à(êgß�æGæ&é&ï�ë-ê7æGãGë&å�èQí�	gèYß/ï�õ�î7è*)+ðUõ�å�òQú
ö�è�óCñ�æ�ß�àMì�è ÷,+ ñ�à(å�å�æ�ô�æ
�7ù-æ�ñ�õ�ù-à7æGï�è�û{áMì�àgß/õ&à7ùoå�ë�ú
ê7ã�ë-ù-â�ì�è�å�à7ó�å�æGó ÷�ø æ&ï�ñ�õ(ì/ëSü Ü�& ��ß/ë-à(ù.-�/�021�1�ï�à���à(å�è�à
ê(ë�ß/ëç�ècæKç�è�ágì�à3"$# ãKì�è�å�à(ó�å�æGñCô�ï�è�é-ì�è*�Kà7å�è�è ÷

� æ-ì�õ�ç�à(å�å�æGà5ï�à��_à7å�è�à�ü Ü'& ��ô�æ&ê(ã&æ-ì�í�à7ù�è�á(ágì�àMß�æ-úãGë&ù-â�æ&î(ï�æGñ�å�æ&à�ò�æ-ì�è�ç�à(áMù&ã&æ�ï�ë&êMì�è�ç�å�4)�ê�ëß/ëç�ß�ì�í
ï�ë&ê7å�æGæ&é&ï�ë-ê7å��4)_ñ�æ�ß�àMì�â&å�4)ZðUõ�å�ò�ö�è�ó ÷*5 ù&æ�ï�ë&ê7å�æGæ&é-úï�ë&ê7è�à_è�ñ�à7à(ùpá(ñ6��ágì�áMï�ë&ê7õpæ&î(ï�ë-å�è�ç�è�ù-âjå�à7ò�æGù-æ&ï��ñ�è
ï�ë&ê7õQñ�å��ñ�è�ï�ë&ñ�òQëGñ�è ÷,7 �7ù-æGó�ö�àMì�âGû�ô�ï�èyß/ë-ì�â&å�à7óQú
��à�ñoë&å�ë�ì�è�ê7à$é&õ(ß�õ�ùUè�áMô�æ-ì�âGê7æ&ã�ë-å�Oå�à7é&æ&ì�â��_è�à?õ�ô�ï�æ-ú
��à(å�èQíjç�è�áMù&æSù-à�)Qå�è�ç�à(áMò�æGî7æ8)�ë&ï�ë-ò�ù&à7ï�ë ÷9 ë&ò òQë&ò à�áMù-â æGá7å�æ&ã�ë-å�è�í ô�ï�àMß�ô�æ-ì/ë-îMë-ù&â�	�ç�ù-æ
áMô�à7ò�ù-ï�ñiëGá7áUï�æ��Kß/ë&û��_è*)�áníjê7ã&à(êgßoágì/ë-é&æTê�ë-ã&è�áMè�ùTæ&ù
ã&ï�à(ñ�à7å�èxü 7 õ�ïGß�è�å�	 �%:�:�Ü 	#á7ù-ï ÷ Ü�&�; </Ü';�: ��	qé&õ(ß�à(ñ�á7ç�èQúù�ë-ù-â�	Qç�ù-æSðUõ�å�ò�ö�è�í

R(M, T )
ñ�æ��Kà7ùKé��Fù-âTô�ï�àMß/áMù�ë&ã-ú

ì�à(å�ëKãKãGè�ß�à�ß�ãGõ
)jáMæGñ�å�æ��Tè�ù-àMì�à(ó��
R(M, T ) = R∗(T )F (M),

ü Ü'; �
înß�à

F (M) = å�æ&ï�ñ�è�ï�æ&ãGë&å�å�Fó5å�ëoàMß�è�å�è�ö�õ5å�ëç�ë-ì�â-ú
å�FózáMô�à7ò�ù-ïzñiëGá7ámê7ãGà7êgß ÷> õ7ß/à(ñ�áMç�è�ù�ë&ù-â�	Yç�ù&æ ãGáMàeê7ãGà7êMß�� æ�ß�å�æ&óäñië&á7á��
è�ñ�à(ûkù]á7ù-ï�æ&î(æZæ�ß�å�æSèzù&æ��_à+ãGï�à(ñ�í?�Sè�ê(å�è�å�ëSÿ�ì�ë&ã-ú

å�æGócô�æ�ágì�àMß�æ&ã�ë-ù-à7ì�â&å�æGáMù&è ÷ 9 æ&înßqëSñ�æ��Tå�æKê�ë-ô�è�á7ë-ù&â
LS(M, τ) = Θ[τ∗(M) − τ ],

ü ��: �
înß�à

Θ = ðUõ�å�ò�ö�èQí5àMß�è�å�è�ç�å�æ&î(æ�á7ò�ëç�ò�ë�	�ë
τ∗(M) =ã&ï�à(ñ�í@�Sè�ê(å�èpê7ãGà7êgß�áYñië&á(áMæGó

M ÷> õ7ß/à(ñ�á7ç�è�ù�ë-ù&â�	Uç�ù-æ�ðUõ�å�ò�ö�èQí
B(M, τ)

ñ�æ��Kà7ù
é��Fù&âTðYë&ò�ù-æGï�è�ê7æGãGë&å�ë�
B(M, τ) = α(M)b(τ),

ü �QÜ �
înß�à

α(M)
à(áMù&â+ã+ç�è�á7ù-æGñ�ãGè�ß�à�ãGà7ï�æí�ù&å�æGá7ù-âYï�à(ë-ì�è�ê�ë�ú

ö�è�è!ô�æ�ß�)Gæ�ß�í�_è*)OõGágì�æ&ã&è�óOß�ì�í!ã&æGê7å�è�ò�å�æ&ãGà7å�è�íA"$#
å�ëpê(ã&à7êMß/ë )yáSñië&á7á7æ&ó

M
	�ë

b(τ)
à(á7ù-âzôQì�æGù-å�æ�áMù-âzãGàMú

ï�æí�ù-å�æGáMù&è�	�å�æ&ï�ñ�è�ï�æ&ã�ë-å�å�ë-íSå�ë+àMß�è�å�è�ö�õ�	Qæ&ô�è�á��Fã�ë-û�ú
�_ë-íYï�ë&á7ô�ï�àgß/àMì�à(å�è�à�ãGï�à(ñ�à(å+ï�ë&ê7ã&è�ù-èQí�	7å�à�áMã&í�ê(ë&å�å�4)
í�ã&å�æKáUñië&á(áMæGócê(ã&à7êMß�� ÷ > õ7ß/à(ñCùë&ò*�_àUô�ï�àgß�ô�æ&ì�ë-îMë&ù-â�	ç�ù-æ�èSã&à7ï�æí�ù-å�æGá7ù-âYã��4�Sè�ã�ë-å�è�íKö�è�ã&èQì�è�ê(ë-ö�è�èSã+ò�æGñ�ú
ñ�õ�å�è�òQë-ù&è�ã&å�æGóZðYë-ê(àFå�à�á7ã-í�ê(ë&å�ëmí�ã&å�æ�á�ñië&á(áMæGóSê7ã&à(êMú
ß��$	�ù ÷ à ÷
LC(M, ω) = LC(ω).

ü �
� �
! à7ó�áMù-ãGè�ù-àMì�â&å�æ�	(å�à$ãGè�ß�å�æ�	�ã�ç�à(ñ�ñ�æ&î?é��5ê�ë-òQì�ûkç�ë&ù-â-ú
áníjñ�à�)�ë&å�è�ê(ñbù�ë-ò�æ&ójê(ë&ã&è�á7è�ñ�æGá7ù-è ÷( �Fï�ë �Kà7å�è�àUü Ü'& ��á�è�á7ô�æ-ì�â&ê7æGãGë&å�è�à(ñjõ�ô�ï�æ
��à(å�å�4)
ã��Fï�ë �_à(å�è�óoß�ì�í5ñ�æ�ß�à7ì�â&å�4)yðUõ�å�ò�ö�è�ó5ñ�æ��Kà7ùpé��Fù-â
ô�à(ï�à7ô�è�á7ë-å�æKãTãGè�ß�à�	Qõ(ß�æGé&å�æ�ñ�ß�ì�íjè�å�ù-à7î(ï�è�ï�æGãGë-å�èQí��

NC(T ) =

∫ ∞

0

dM α(M)F (M)

∫ T

0

dτ b(τ) ×
∫ ωmax(M)

0

dω R∗(T − τ − ω)LC(ω),
ü ��� �

înß�à
ωmax(M) = min[T − τ, τ∗(M) − τ ].

+ ê�ã
�Fï�ë �Kà7å�èQíbü �%� ��ñ�æ��Så�æ]ô�æ-ì�õ�ç�è�ù&âcðUæ&ï�ñ�õ(ì��ù-à(æ&ï�è�èB"Uï�à7ó�ðUà7ìQß�ù�ë�ú ÿ#è�åQß�èQì�è�á(ëpüC"Uï�à(ó�ðUàMìQß/ù'	 Ü�;D��Ü�E
ÿ#è�å�ß�èQì�è�á%	 Ü�;�&�Ü � ÷D7 æ&æGù-ã&à(ù&áMù&ã&õ�û��_è�óSã��FãGæ�ßSî(ï�æGñ�æGêMú
ß�æGòcèjã��Få�à�áMà(åcã � ï�èQì�æ��_à7å�è�à ÷ Þ�ß�à�áMâKô�æ&òQë%�_à(ñ4	QòQë&òãkô�ï�àgß�à7ì�â&å�æGñ�áMì�õ�ç�ë-à$ñ�æ��_à(ù�é��Fù-âmô�æ&ì�õ�ç�à7å�ë�ðUæ&ï�ñ�õ�ú
ì�ë ! ï�à(ó�òQë ÷

� ï�àgß/ô�æ-ì�æ��Sè�ñ4	Tç�ù&æ�� Ü �báMò�æ&ï�æ�áMù-â|æ&éGï�ë-ê(æ&ãGë&å�èQíê7ãGà7êMß�å�à�ê(ë&ã&è�á7è�ùOæ&ùOãGï�à(ñ�à(å�è EF� �TãGá7à�ê7ãGà7êMß��{è�ñ�àMú
ûkùyé&à�áMò�æ&å�à7ç�å�æGà]ãGï�à(ñ�íA�Tè�ê7å�è EG� �+ãGï�à(ñ�íeï�ë-ê(ã&è�ù&èQí
ì�û�é&æ&óH"$#~ñ�à7å�â
��àyã&æGê7ï�ëGáMù�ë5ÿQë�ì/ë-ò�ù-è�ò�è}ê�ëbã
�Fç�àMú
ù-æ�ñ�ñië&ò�á7è�ñië�ì�â&å�æGó ß�ì�è�ù-àMì�âGå�æGá7ù-èäò�æGñiñ�õ�å�è�òQë-ù&è�ã-ú
å�æGóTðYë&ê�� ÷ 9 æ&înß/ëmì�à(î7ò�æYô�æGò�ë&ê(ë&ù-â�	�ç�ù&æ+ðUæ&ï�ñ�õ�ì�ëSü �%� �ô�ï�è�ã&æ�ß�è�ùGánícòpã&è�ß/õI�

NC = R∗

∫ ∞

0

α(M)F (M)dM

∫ ∞

0

LC(ω)dω.
ü �%� �

� à7ï�ã��FóTè�å�ù-à(î7ï�ë-ìZã�ðUæ&ï�ñ�õ(ì�à+ü � � ��à(á7ù-â+ãGà7ï�æí�ù-å�æGáMù&âï�à�ë�ì�è�ê�ë-ö�è�è{ô�æ�ß�)Gæ�ß�í�_è*)�õGáMì�æ&ãGè�ó{ãGæ&ê(å�è�ò�å�æGã&à(å�èQí
"$#2	Ãõ�áMï�àMß�å�à7å�å�ë�íeô�æ5ãGá7à(ñ|ù-è�ô�ëGñ¿ê7ã&à(êgß

ᾱ
	�ã&ù-æGï�æ&ó

è�å�ù&à7î7ï�ë�ìxà(á7ù-âbá7ï�àgß�å�íQíCß�ì�è�ù-à7ì�â&å�æ�áMù-âbò�æ�ñiñ�õ�å�è�òQë�ú
ù-è�ãGå�æ&ópðYë-ê��

L ÷ 9 æ&înßqë
NC = R∗ᾱL.

ü �GÝ �
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Â�¼-Ê�¼�Ü�º�ÄKÁDÃ�¿�È	Ù�Á�¾�¿&ÛuØ	æ�À,ÁD¿�Å�º	ÆHá$óN¼�Ç0º�È�º	Ê�æ�¼>ÄK¼�È�Á�À�¿
ë�È	º	É�º%Û�»�À�¼-Å�¿&Û"¿>Ä,Ê�Ù0É�¿�¼x»�Á�í"Å�æ�¼�º�Ã�º	Ø�¼�Å�Å�º�Ã�È�¿#Ä,¿�Å�Á�Ý
½$¿�Ç�¿#Â�º	Â�Ù-À�Û�¾�¿�¿AÞ]ß9à¯ÃVÙ0î�¼�È�º�½'»	¹�Á�¿�½$Å�º�É�º�»	À�¿&Û�Å�¿�Û
Â�º;Ç0Á	Å�Á�ÀKÁ	½fÃ�»	Û�¹�¿Sº�Â�¿�Ã�æ�»�Á�¼-ÈDÂ�Ê�¼�Ä�À,Á�É�Á	¼-½$æ�ÆSÅ�¿&í#¼
ðNº	Ê,½IÁ�À�¿�¹�½�á

öi÷ùøH÷$ú"û,üuý&þÿ������Gÿ����GÿGý&þ	�
������Wþ�����Gþeÿ��Wþ����
� ý&ÿ$ý��Iý
�	���,þ����

ñ%À�Û ÄKÁ�À,Ú	Å�¼-Æ�ã^¼-É�º¥¿�¹-½$¼-Å�¿�½ ¿�Å�È�¼�Ê�Â�Ê�¼�È�Á�¾�¿�ä Ê�Á�Ã�Ý
Â�Ê�¼�Ä,¼�À,¼�Å�¿�Æ B(M, τ) ¿ LC(M, ω) è Ã�½�áIÊ�Á	¹�Ä,¼�À ² á ± ê�áâNÙ�Ã�È�Ú�È�¼-Â�¼�Ê�Úmº�Å�¿^º�Â�¿�Ã�æ�»�Á�ämÈ�Å�¼`À,äxØ	æ�¼�ß9àAå�Á�È�º	À�Ú�Ý
Ç0º@Þ]ß9àAå�¿^½$æSØ	Ù-Ä,¼�½'Ê�Á	Ã-Ã�½IÁ	È�Ê�¿�»�Á�È�ÚmÂ�Ê�º	¾�¼-Ã�Ã�æ9å-Â�Ê�º�Ý
¿�ÃPÜ�º�Ä�Û�ç^¿�¼m»#Â�º	Â�Ù�À�Û�¾�¿�¿DÞ]ß9àAá�ñ^º>È�¼�Ü3Â�º	ÊHå0Â�º�Ç0Á#Å�¼
Ù0î�¿�È�æ�»�Á�¼-È	ÃPÛD»�À�¿&Û�Å�¿�¼>Þ]ß9à[Ä,Ê�Ù0É%Å�ÁAÄ,Ê�Ù0É�Á�å,º�Ã�È�Á	¼�È�Ý
ÃPÛlÃ�Â�Ê�Á	»	¼�Ä�À�¿�»�æ�½[»�¼-Ã�ÚuÊ,Á�¹�»�¿�È�æ�Æ¯»	æ�ã#¼DÀ�¿�Å�¼�Æ�Å�æ�Æ
ðNº	Ê,½IÁ�À�¿�¹�½�á�âNº�Ç&Á�í#¼�½�å�Ç&Á	ÇHå0¿�ÃPÜ�º�Ä�Û2¿�¹mÅ�¼-É�º,å0½$º�í"Å�º
Â�º�Ã�È�Ê�º�¿�È�ÚSÅ�¼�À�¿�Å�¼�Æ�Å�Ù0ätÈ	¼�º	Ê�¿�ä°»	À�¿&Û�Å�¿&ÛlÂ�ºuÇ&Á	Å�Á�Ý
À,Á�½hÃ�»	Û�¹�¿Há
ò À�¿�Å�¼�Æ�Å�º�Æ;È	¼�º	Ê�¿�¿;È	¼�Ç�Ù0ç^¼-¼>Ã�º�Ã�È�º�Û�Å�¿�¼>º	È-Ä,¼�À�Ú�Ý

Å�º�Æ_¾�¿�»	¿&À,¿�¹-Á	¾�¿�¿uº	Â�¿�Ã�æ�»�Á�À�º�Ã�Ú'È�º�À,Ú	Ç0ºBÄ�À�¿�È�¼�À�Ú	Å�º�Ý
Ã�È	Ú	äfÇ0º�½I½$Ù0Å�¿�Ç&Á	È�¿�»	Å�º	ÆBð9Á	¹�æ ω å&î�È�º"»�½$¼�Ã�È�¼%ÃNÂ�Ê�º�ÝÄ,º	À�í"¿�È�¼�À,Ú	Å�º�Ã�È�Ú�ä�íA¿�¹�Å�¿¯¹�»�¼�¹�Ä,æ ¿l½$º�½$¼�Å�È�º�½MÊ�º�Ý
í>Ä,¼�Å�¿&ÛQ¾�¿�»	¿&À,¿�¹-Á	¾�¿�¿:ÄKÁ�»�Á�À�º�»�º	¹-½$º�í"Å�º�Ã�È�Ú�Ã�È�Á	È�¿&Ý

Ã�È	¿�î�¼-Ã�Ç�¿DÂ�Ê�¼�ÄKÃ�Ç&Á	¹-Á�È	ÚAÃ�Ù-Ä,Ú	Ø�Ù2Ç&Á�í>Ä,º	Æiá ò ë�È	º�½¯Ã�À�Ù�Ý
î�Á	¼2»�Ã�¼3ß9à õ&Á�À,Á�Ç�È�¿�Ç�¿SÂ�Ê�¼�ÄKÃ�È�Á�»�À�Û&À�¿�Ã�ÚgðNÙ0Å�Ç�¾�¿�¼�Æ
Ê�Á�Ã�Â�Ê�¼�Ä,¼�À,¼�Å�¿&Û nC(M, τ, ω, T ) á�ñ%À�Û'Ù0î�¼�È�ÁA»�¹-Á�¿,½$Å�º�ÝÉ�ºB»�À�¿�Û�Å�¿&Ûd¾�¿�»	¿&À�¿�¹-Á�¾�¿�ÆgÂ�ºBÇ0Á	Å�Á�ÀKÁ	½lÃ�»	Û�¹�¿g¿�ÜgÅ�Á�Ý
Ä,º%º�Â�¿�Ã-Á�È�Ú9Ø�º�À�¼-¼]Ä,¼�È�Á�À,Ú	Å�º,á��]Ù�ÄK¼-½uÃ�î�¿�È�Á�È�Ú,å	î�È�º^Å�Á�Ý
Ê�Û0Ä,Ù"Ã�»�º	¹�Ê,Á	Ã�È	º�½;Ç0Á�í>ÄKÁ�Û"¾�¿�»�¿&À�¿�¹�Á�¾�¿�Û"Ü�Á�Ê,Á�Ç�È�¼-Ê�¿&Ý
¹�Ù�¼�È	ÃPÛTÅ�¼�Ç0º	È�º�Ê�æ�½»�¼�Ç�È�º�Ê�º�½ Â�Á�Ê�Á�½$¼�È�Ê�º	»��`å]Ç0º�È�º�Ý
Ê�æ�ÆT½$æ Ø�Ù�ÄK¼-½MÅ�Á�¹-æ�»�Á	È�Ú���Â�º	È	¼�Å�¾�¿,Á�À�º�½���á� H¼-Ê�½$¿�Å
��Â�º�È�¼�Å�¾�¿�Á�À!�dÅ�Á�Ä,ºdÂ�º�Å�¿�½IÁ	È�Ú;»�¼-Ã�Ú�½IÁDÙ�Ã�À�º�»	Å�º,á$ÞVÈ�º
Å�¼-Ç�º�È�º	Ê�æ�Æ%Å�Á�Ø�º	Ê9Ü0Á�Ê�Á	Ç�È�¼-Ê�¿�Ã�È	¿�ÇAÞ]ß9àAå�º	ÈmÇ0º	È�º�Ê�º	É-º
¹-Á	»	¿�Ã�¿�È�å�Â�Ê�¼�í>Ä,¼%»�Ã�¼�É-º�å&º�í"¿0ÄKÁ	¼-½IÁ�Û?Â�Ê�º�Ä,º	À�í"¿�È�¼�À�Ú�Ý
Å�º�Ã�È�Ú;Ç�º�½I½$Ù0Å�¿�Ç&Á�È�¿�»	Å�º�ÆSð9Á�¹�æ è�Å�ºdÅ�¼?È�º	À�Ú	Ç0ºgº�Å�Á�å
Ã�½�á,Å�¿&í>¼�ê�áKâNÊ�¼�ÄKÂ�º�À,Á	É�Á�¼-È	ÃPÛHå0î�È�º2Ç0º	Å�È�Á	Ç�ÈA»"Å�¼�Ç0º�È�º�Ý
Ê�º�½_Ã-½$æ�Ã�À�¼xÙ�»�¼�À�¿�î�¿�»�Á	¼�ÈNÂ�º�È�¼�Å�¾�¿�Á�À?Þ]ß9àAå�¿"Ø�À,Á	É�º�Ý
ÄKÁ	Ê�Û_ë�È�º�½$ÙgÂ�Ê�º�Ä,À�¼�»�Á�¼�È�ÃPÛdÇ0º�½I½$Ù0Å�¿�Ç&Á�È	¿�»	Å�Á�Û_ð9Á	¹-Á�á
 iÁ	Ç�¿�½Zº	Ø	Ê,Á�¹�º�½�å,Ã�À�¼�Ä,Ù�¼�È?Ã�î�¿�È�Á	È�Ú�åjî�È�º'»�¼�Ê�º�Û�È�Å�º�Ã�È	Ú
»	æ�í"¿�»�Á�Å�¿�ÛT¾�¿�»	¿�À�¿�¹-Á	¾�¿�¿®¹-Á	»	¿�Ã�¿�Èhº�È:¼-¼;Â�º�È�¼�Å�¾�¿&Ý
Á�ÀKÁ�åIÇ0º	È�º�Ê�æ�ÆhÄ,º�À�í>¼�ÅQØ	æ�È�Ú�º�Ä,Å�¿�½6¿�¹gÁ	Ê�É�Ù&½$¼-Å�È�º	»
ðNÙ0Å�Ç�¾�¿�¿BÊ�Á�Ã�Â�Ê�¼�Ä,¼�À�¼�Å�¿�Û?¾�¿�»	¿&À�¿�¹-Á�¾�¿�Æ

LC(M, ω) → LC(M, � , ω) è#" ³ ê
nC(M, τ, ω, T ) → nC(M, τ, � , ω, T ). è#" ± ê
$ È�º�î�Å�¿�½JÈ	¼�Â�¼-Ê�ÚgÂ�Ê�¼�ÄKÃ�È�Á	»�À�¼-Å�¿�¼"º	ØDÙ0»�¼�À�¿�î�¼�Å�¿�¿

Ã�È	¼�Â�¼-Å�¿°ë-Ç0Ã�È�Ê�Á	»	¼�Ê�È�Å�º�Ã�È�¿t¾�¿�»	¿&À�¿�¹-Á�¾�¿�¿tÂ�º�Ä Ä,¼-Æ&Ý
Ã�È	»	¿�¼�½JÙ�í>¼2Ù�Ã�È�Á�Å�º�»�À�¼-Å�Å�æ�ÜdÇ0º	Å�È�Á	Ç�È�º�»�áWâNÊ�¼�Ä,Â�º	À�º�Ý
í"¿�½�åiî�È�ºDº	ÈgÃ�º�Ã�È	º�Û�Å�¿&ÛgÄK»	Ù�Ü;¾�¿�»	¿&À�¿�¹-Á�¾�¿�Æ A ¿ B åÈ�ºl¼�Ã�È�Ú¯º	È¯¿&ÜL»	º	¹-Ê�Á	Ã�È�º	»Q¿JÂ�º	È	¼�Å�¾�¿,Á�À�º�» ( � A, ωA)¿ ( � B , ωB) åg¹�Á�»	¿,Ã�¿�È Â�Ê�¼�ÄK¼�À�Ú�Å�º	¼MÊ�Á	Ã-Ã�È�º�Û�Å�¿�¼	åDÅ�ÁÇ0º	È�º�Ê�º�½ º	Å�¿J½$º�É�Ù0ÈlÙ�Ã�È�Á�Å�º�»	¿�È�Úl½$¼�í#ÄKÙ®Ã�º	Ø	º�Æ®Ü�º�Ý
È�Û Ø�æ º�ÄKÅ�º�Ã�È�º	Ê�º�Å�Å�ämä Ã�»�Û�¹-Ú�åD¿¦º	Ø�º	¹-Å�Á�î�¿�½ ¼�É�º
Ç&Á�Ç r( � A, ωA, � B , ωB) á $ »	¼�À,¿�î�¼�Å�¿�¼Në-ð9ðN¼�Ç�È�¿�»	Å�º�Ã�È	¿Ç0º	Å�È�Á	Ç�È�º	»mØ	Ù-Ä,¼-Èxº	¹-Å�Á�î�Á	È�ÚxÂ�Ê�º�Ã�È	ºxÊ�º�Ã�ÈxÂ�Ê�¼�Ä,¼�À�Ú	Å�º	É�º
Ê�Á�Ã�Ã�È	º�Û�Å�¿&Û�Ç�º�Å�È�Á�Ç�È�Á'Ã"Ê�º�Ã�È�º�½ZÂ�º	È�¼-Å�¾�¿�Á�À�º	»D¾�¿�»	¿&Ý
À�¿�¹�Á�¾�¿�ÆHá
 H¼-Â�¼�Ê�ÚlðNº�Ê�½IÁ�À�¿�¹�Ù	¼�½»	¹�Á�¿�½$º�ÄK¼�Æ�Ã�È�»	¿�¼d¾�¿�»	¿�À�¿&Ý

¹-Á	¾�¿�ÆQ»�»	¿0Ä,¼'¿�¹�½$¼�Å�¼-Å�¿&ÛlÂ�º�È�¼�Å�¾�¿�Á�À,Á_Â�º�Äl»�À,¿&Û�Å�¿&Ý
¼-½ Ç0º	Å�È�Á	Ç�È�Á�á% Hº�ÉPÄKÁ¥ÃJ¿�Ã�Â�º	À�Ú	¹-º	»�Á�Å�¿�¼�½ïðNÙ0Å�Ç�¾�¿�¿
LC(M, � , ω) ½$º�íAÅ�ºØ	Ù-Ä,¼�È�Ù�¹-Å�Á�È	Ú�å2Ç&Á�Ç ½$¼-Å&Û�¼�È	ÃPÛ
º�í"¿0ÄKÁ	¼-½$º	¼?»	Ê�¼-½GÛ¯¼�¼'í"¿�¹�Å�¿Há ò Ã�À�Ù0î�Á�¼'Â�º	À�Ù0î�¼�Å�¿�Û
¾�¿�»�¿&À�¿�¹�Á�¾�¿�¼�Æ A ¿�Å�ðNº�Ê�½IÁ�¾�¿�¿3º�È^¼�ÄK¿�Å�Ã�È	»	¼�Å�Å�º	ÆB¾�¿&Ý»	¿�À�¿�¹-Á	¾�¿�¿ B È�Á�Ç&Á�Û�½$º�Ä,¼�À�ÚD½$º�í>¼�È?Ø	æ�È�ÚDðN¿�Ç&Ã�¿�Ê�º�Ý
»�Á	Å�Á>Ã�º	º�È�Å�º�ã^¼�Å�¿�¼-½
d � A

dT
= & ( � A, ωA, � B , ωB), è'" ² ê

Ç0º	È�º�Ê�º	¼lÂ�º	Ç&Á�¹-æ�»�Á�¼-ÈJÈ�º�À�Ú�Ç0º�å^î�È�ºkÃ�Ç�º�Ê�º�Ã�È�Úf¿�¹�½$¼�Ý
Å�¼-Å�¿&Û:Â�º	È�¼-Å�¾�¿�Á�À,Ád¾�¿�»	¿&À,¿�¹-Á	¾�¿�¿ A ¹�Á�»	¿,Ã�¿�È;º	È_Â�º�Ý
È�¼-Å�¾�¿�Á�À,Á^¿?»	º�¹�Ê�Á�Ã�È�Á9º�Ø	¼�¿�Ü2¾�¿�»	¿�À�¿�¹-Á	¾�¿�ÆHá)(^Ù0Å�Ç�¾�¿�Û
& ( � A, ωA, � B , ωB) º�Â�¿�Ã�æ�»�Á�¼-ÈS½$º�Ä,¼�À�ÚhÇ�º�Å�È�Á�Ç�È�Á�á òº	Ø�ç^¼�½;Ã�À�Ù0î�Á�¼]Ä,º	À�í"Å�ÁNØ	æ�È	Ú%¹-Á�ÄKÁ�Å�Á@Â�º�Ã�À�¼�Ä,º	»�Á�È�¼�À�Ú�Ý
Å�º�Ã�È�Ú'Á�Å�Á�À�º	É-¿�î�Å�æ�ÜgðNÙ0Å�Ç�¾�¿�ÆHåjº	Â�¿,Ã�æ�»�Á	äxç>Á�Ûg»	¹�Á�¿&Ý
½$º�Ä,¼-Æ�Ã�È�»�¿�¼NÃ�Ä,»�Ù&½GÛHå�È	Ê�¼-½GÛ'¿3È�á�ÄWá&¾�¿�»	¿&À�¿�¹-Á�¾�¿&Û�½$¿Há* Ù0ç^¼�Ã�È�»�¼�Å�Å�º�¼�Â�Ê�¼�ÄKÂ�º�À�º�í>¼�Å�¿�¼	å�»�æ�Ê�Á�í>¼�Å�Å�º�¼uðNº	Ê&Ý
½$Ù�À�º	Æfè'" ² ê�åI¹-Á	Ç&À�äxî,Á�¼�È�ÃPÛ:»�È�º�½�åYî�È�ºSÃ�Ç0º�Ê�º�Ã�È�Ú�¿�¹�Ý
½$¼�Å�¼�Å�¿&ÛS»	À�¿&Û�Å�¿�ÛSÇ�º�Å�È�Á�Ç�È�ÁD¹�Á�»�¿�Ã�¿�ÈdÈ�º�À�Ú�Ç0ºgº	ÈgÈ	¼�Ý
Ç�Ù0ç^¿�Ü;Â�Á	Ê�Á	½$¼-È�Ê�º	»'¾�¿�»	¿&À�¿�¹-Á�¾�¿�ÆHåiÅ�ºDÅ�¼"º	È'Â�Ê�¼�Ä,æ�Ý
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Permanent generation of life

Creation of life in phase transition
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(τ − ω)]PLC
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ù�é�ã
PLC

(ω) =
d

dω
(1 − LC(ω)). úüû%ý�þ

ÿ å�ù�óé�ã�ä é�ã�ñ�ã�økù�é�ã PLC
(ω) ≡ 0 ò���ö ω < 0 ç

CT0
(τ − ω) ≡ 0 ò���ö ω > τ øgê�îEô�è��@óæ�ç�ó ú"û � þ äCã��@óé� îEé�÷0í�è�õ�ç�	�è�æ�ã@â'è�â

π(τ) = CT0
(τ) −

∫ τ

0

CT0
(τ − ω)PLC

(ω)dω. ú�
��þ
� ó�é�ô�å�òAæ�ãQõ�ã�â'è�íè�é�÷�ø�ù�é�ã

∫ τ

0

CT0
(τ − ω)PLC

(ω)dω = ú�
 Ú þ
=

∫ τ

0
b(ω)[1 − LC(τ − ω)]dω.
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dξ b(ξ)PLC
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dω b(ξ)PLC
(ω). ú�
��þ

� èBã�	�æ�ã�ê�è�æ�ç�ç�ê�îEô�è��0ó�æ�ç�ë ú�
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